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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕВТЕ, 



ИНТЕГРАЛЫ ФУНЕШЙ 0БЪ ОДНОЙ 
ПЕРЕМВННОЙ, 

НЕОПРЕДЬЛЕННЬХЕ ИНТЕРРАЛЬТ. 

316. Дотве, обратное дифференцированю, называють мниие- 
зрированемз. Оно совтоптъ въ пыемахь, употребляеныхь для оты- 
кан фунецук ло данному ея дифференщалу. Фунедно по отноненю 

вв вя дифференщелу называють снитераломе и обозначають зпа- 
кожъ [; тадъ, ебли: 

4$ (#) =1(®) 9, 
то: 

+) = [Г(даг. 

Изь пондия объ питеграль видимь, го производная по 5 075 
ГР) а» равно /(®), ® диффервниаль того же интеграла `фавень 

Ро. 

Ге %] =1(@), ‘аа = Ра. 

Всякая сплошная функия иметь интерала.. ПАйотвиуельно: 
зообразниь кривую, уравнене воторой отноияельно нрямсугольныеь 
о6ей координигь было-бы: 

у==/®. 

По сллошноети функщи К, к кривая эта будет сплошная, по- 
1 
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зрайней мбрё на нькоторомь протяженш. Илощаль 5, ограниченная 
кривою, оью ОХ и двумя ординазанн АВ н ММ САВ поотоян- 

У 

дан орданата, ® ММ перембинал, отвфчахищея абециеев 2) бу- 

детъ также сплошною функщею х. Эта фупешя и сть одинъ язъ 

интеграловъ вырежешя {(5)@%, такъ вакъ, по № 178, ны знаенъ, 
го: 

48 — уда == [(2) ах. 

Покажень, что осяхая сплошная функция иметь безчислен- 

з0е множество нипеаловь, разняиииися между собою на велу- 
чины постоянныя. Пусть выравент {(2)@л соотвфтотвують два 
интеграла’ 9”) п Ф, (2), 1. в.: 

$%®=!), Ф®=Г®; 
тогда: 

Ф (® — +) =0, пла: (9, (@ —эФ@)=0, 

откуда заключавнь, что разность о, (#) — Ф() воть величина по- 

стоянная, хотя совершенно произвольная, Обознамая эту лостоянную 
чрезъ О, имфемь: 

$, (2) =>) + 0. 

По можу, опрекфливши одивъ изъ ивтеграловъ вырывеня 
1) ат, ны получить вов, прибавляя къ найденному интегралу по- 
отояжную произвольную: 

Реа ф(2) + 0. 
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Боли въ интеграл постоянное С обтавтея произвольным, его 
называють неонредтьленииме. Въ немъ О ножно разелатриволь, кахЪ 
произвольную фуньшю одной ияк многихь перемнныхь, незавноя- 
ЩИХЬ отЬ 2. 

Опираясь на извфотныя формулы хиффоренцарованя мы мюжемъ 
ваписать непосредотвенно олбдующуе имтеграль: 

91 =- 0 6084 45 = за + 9 

За == ай О {по аз = — 6090 -= 0 

327 др ==-н= 0 ПЕ -- О 

зе = — 52-0 

866240 2 дл == 3060 -- 0 

6056622 60155 @5 

— — 60565 -+ 0 

атеше-- 0 

— — 9160082 0, 

1-м ва С 

Го ом 
#48 = + С = — 41600452 -- Ц, 
Г. г а’ дада == а? + С еее О У - 

ке ода- а == а? 0 = — 216 603600 + (,. 

Вь нихь 2 можеть быть вавъ независанымь перемённым», тввтъ 
и оложныиь чноложь, и по этому, подетавлян на мбето 2 вая 
ни будь функци 2, мы выведень изъ нихь друбе бод%е сложные 
интегралы. Тавъ, подетевлия вуфето 2 въ приведенные нитегра- 
ды, въ трет: зб, въ шеотой: 447, въ воБмой: дгб4е 8 5, ВЪ 
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девятый: Узи, въ пятнадиатый: Ух лв двадцатый: {510%, по- 

учижь: 

30 3013 557003 Бее == вн бж-н О 

4 Уно 
а ИЕ 

Ее В 
Поренв = И 3+ 

4% - с ==8Уз-0 
2Ух. уз 9 

Ува —— Й 603 2х ИЗ? я ЕО 
ЗУ 

сша ; . 
тн == мевешя-н о. 

317, Интеграль степени перенфнной независимой. 
Каково-бы постоянное @ ни было, лоключая = 1, инфель: 

@+1 
аи йе = ак С; 

& пря а = — 

= |5 Ш-+0. 

Кол @ отрицательное, то, ставя на ВЫДЪ зПахть, т. в. подетав- 
яя — т вибото я, получишь: 

„та 
д "аа т 0, 

или .^ 
ах 1 

| дт == — рая + 0. 

ели а чиоло дробное, то, замфвля ето чрезъ я, т жни 5% 
тыл, получняь: 
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» = 
ШВ т [уз бе У" +0. 

Замбневе же ив нь — мо приведень къ формул: 

4% ъ Е 

и, 
УЕ к 

длвитрье 

ав 0 Уз. == Уз-0 р 8 

в *_ 8% т 0 [Узав=1еУт--в 

—_ 31 |] . Вар — 8 Рав 0 Гу де=БтУй- 0 

1 и и 7 
ах 1 Иде -ьФУЯ 0 
= — = 6 | 12 

| 42___ 0 
ии * 

[Е = 1-е У пра 
я 358 . 

3 1-45 а 

а | ом рт +0 
я==—4я +0 1+1 И 

318, Интеграль сунны, ПДифференщалы внтеграла 

Пго--в@] в 
и сумы: 

ГГобе-- фаз 

однизковы; по этому: 

Пиоу-- во ав = [тфав- [р фаг-- 0. 

Здвеь постоянную произвольную О шожно опуотить, потому что 
въ последиихь нитетралахь, коль иеопредёленныхе, она подравум- 

вается, и дать, столо-быть, послёдней формул видь: 

[га Е вае = [Родав-ь [1 @)@2 
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а прочитать ев таль: иниеимь суммы двуть функций равень 
сумм иде интероловь. 

Теорема эта легко распроетраняетея и ма сумму кавого-угодно 
чела члевовъ, а тоже но разновть; 

Ро -- А @)-- В @ае= [Роав-- [рае -- [ав 

[ие — в о]аз = [Г®ае — [Аве 

319, Интеграль произведемя функц на постоянное число. 

Диффервнщени выраженай: Га) 0 м а [Ё() 92, въ кочорыхъ 
а постояжное, одинаковы; елёдовахельно: 

[ага =а|Рфав-+ 0, 

или, опусцая ностоянную пропевольную С’и подразуиввая ое въ са- 
михв интегролахь: | 

[ огедаь == в [Ре ае, 

т. е. интерале произведеня функции на постолнное число ра- 

вемз произведеню инпирала функции на постоянное число. По 

этой теорем, постоянный множитель можно виоенть подъ знаюъ ви- 
тетрала, п чаобороть: выносить изъ под знака низтегрола, 

Способы питегрированя, 

320. Интегрироваше разложещень. Разуагая подъивтогральную 
фуквдио на нзоколько другихь и интегрируя каждую изъ послвднихь, 

мы шожемь во многихь случеяхь неходить нитеграль, опираяеь но, 
№317, т, в, резематривая интеграль отизжы какъ сужиу ивтеграловъ. 

Прилиры: 

2 [Мм 

==[4ай ав [За^ @в— [Базфе-- [697 @а— [3 @и--[ ть 



.в) 

8) 

— 9 — 

28 _ 328 2%" 32° бай рр ен = 5 «= 3—0 

Чо Эф ТБ 12028 бое к 4805 С, 
$0 

В 
ЗН — 1 
а ах {(- - За [7ав-- [8 21| = - & 

Ух Ух 

й 2 Е 
—=з -= 0. 

810 Лайв? бе 5 | 105. ав бу трчеЗ-- 25-6. 

[ Е: = 1 а # а 17 @ 
1—1 2) \#—1 = 29 &—1 28-1 

1 1 #—1 Не-а о=и "0%, 

=_= [(УрЕт-Удаь- УЕ. - [Увы 

=3[@- ПУ Уз] + 0. 

2+3 2—2 
т 

ЕЯ ар Ша 26 +) +0. 

9 -+а+1 ГЫ а 
тт 2 аз 5 + мии -+ С. 

29-21 2+1 3 
| ит ат в 

аа -+42_ Зи —1 - 
= вт = 0. 

[созза ах а [ан 51 082244 = 

Зои 2 2-18 603 
у Сс ——5 в. 

*) Эти два члена можно лоб и одеть ола зао Сашо 
1 9-1) 
#1 * 

а; } этозь одинъ будет: 
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— 12 Л ‚ р [зе дав = ыы С, 

Гозо [Зе ыы ©— 

. ва 
ща — е--О. 

ПШ 9 й [авово = [Зе Неа, Сие 

в 
= — и И 0. 

[созбадов ат == и тив С, 

и 2+ 0031 2) @% | а | Е 
> Гозенит | аионла 5з пез 

=62-— юз О= — 88524 -+ 0. 

321. Интегрироваше заифнеменъ перемфиной. Преобразтелеь пиле- 

траль //(д)ах въ другой введошомь выфото 2 новой перелиной 2. 

Пусть связь этой новой перемфнной съ прежней выражается уравне- 

емъ: 

$ =; 

тогда, если & есть фупешя, обратная Ф, то: 

=), в=Е0; 
сяздовательно: 

ваз = [ЕЕ Фа». 

Пусть Е (2) такая фунья, для которой: 

Р.Я == ЕЕ; 

тотдах 

| [(@) 4 = Е -- 0=Р(ф()) + 0. 
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Лоилюры: 

35 -&—2 а: 

шк (4-61 й2 

Зе о [48 1 , 
Гая бр-к1 @ | 25 а 0. 

1 о Веб р -- 6. 

6083 245; ШИ =8, 605242 = а2, 

веса = [(1 — ия) овайе == [1 — а = 

‚ й пе 
5-е бя Ме 0. 

3187609 2 @х; ше = 8085 == аа, 

[рес овй аи [2а 2) 42 [аз [29а 

Г ЗА, ПИ 5-Е 
4 6 4 6 

—= 6. 

ИИ 
Уатезш я 
——=:0%; - жезши-=а, 

: : 
ее д ГУБ. дз 
м—® 

$ 
3 . и 

= сет Умозти = 0. 

да: 2, е 4, = У вт 

ее [в 14 5 2-0 у-+0. РР 

1, 
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{те ад 4 Г ее и 
9 ] имеют 3 Ум) 1-0. 

зб ваз 1 В т 
и) | 056 я 55052  30058ш 605% 56. 

3— 106057 2 -+ 15 в04® 

— 166055 — 6. 

328, Интегрироване по частянъ. Пусть 2 и а фунещи 2; 

204-- ар =8 (9) 

Года -ы чар) == [рад-= [чар == [4 (рд = ра -- 0. 

Отеюда, овуская постоянную прояззохльную п порразреввая 80 в 

интегралахь, находниь: ^ 

294 == — [ 94. 

Это — формула интефированя 10 частямь, Прочитаежь ве 
тавь: интераль произведеня одной фуниии на дифференщаль 
друюй равенз произведено этижз функийй безь интерала то- 
зведещя друюй на дифферениаль первой, 

Приморы: 

2) [Поаз < [за 2 [@р== #0. 

ЕЕ ИЩИ 

+0 т у--6. 

>. у [бана — [злу ош — 9 Леда 

— 18} — Зш-н 2] -+- 0. 

=, 0 {9 = фе [лав — [ет аз 

еда = [ва =? — 8 вв? 
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ре [ша (6) де” [ав не? #-+- 4. 

[рев 8—0 

е) [о аз = [6055 „ата = 60заатя— [51 246082 — 

= ово + [312245 вов [а 40822) 4% = 

= ваза = [8 — [0052245 

2 [ола 52 -- изя 0, 

+ созивша 
оо Е С, 

Ы [сова = [ поз’ онй зние == 608? ® ВУ [эт (09а) = 

оз -+ 2 | озззР аа = 

= 06? оате + 2 [6085245 — 8 [05° 045 

3 [обзад = совер зто -= Заре -н 0, 

[оззоав = екайе б— ие — С, 

Интегрировене ращональныхь дробей. 

323, Воли степень числителя ращрональной дроби га выше сто-, 

пени знаменателя, 10 дробь можно разложить на двё частл: цвхую 

функию: &(@) в дробную: дв, при чемъь въ поелёдней стонень 

чнелителя мене отопени знаменателя *); тогда: 

= Въ олучаВ одинаковыхь отеленей Хи, цёзею частью дрова а 
будеть постоянное число. 



И] Л ди ве = [обе [Аа 

Порвый изъ двухь послфинихь литеграловь, каль зртетраль дё- 
лой фунвци, лайдетоя легко; а второй найдешь, разбивал предвари- 

й 
тельно дробь 58 

прое них. 

Зь ММ 313, 314 н 315 ны выдЪли, что веякая рапюональная 

дробь, у которой степепь чиолателя менфе отоленя знаменателя, раз- 
биваетея на проезфйшия дроби зажить формь: 

на прооРБйшя, и потомь интегрируя каждую изъ 

А 4+ в ® цёлое подожи-\ . 
ва ПЕР, (Ц тольное число $ 

по этому мы проиитегрируевь волкую ращональную дробь, евли въ 
соотояни пизотрировазь послфдизя дроби. 

Для иервой пря # = 1 нивемт: 

“= = АИ —®-С, 

ани > 1 

да 
Гая РБА = С. 

Чтобы найти нитеграль ворой дроби при # == 1, положижеь: 

—и=:82; 

тогда: 

д=Ва-ни, = 42; 

ев В, 
1 

дает = | _8е 
82-1 

Че -- В А Е: в вв 0, 

Вамбняя # дробью 5“ ‚ и отьЕдывая потожь иостожиный 



заевь — 22489), ЗОтОрый можно ВКЛЮЧИЧЬ ВЪ ПОТОЯЖЕТЮ произ- 

вольную, получимъ: 

Е | да -- В ЕВ в Ив = ве" — в “+. 6. 

При > 1, полавал опять: 2-— 9, == ва, ваходииь: 

- Да» 1 ге АВ 
о ин 

А Е де 4- В Е ЕЯ 
м ае га Остается найти интегралы: Гену р тете. Изь нихъ пвр- 

2 ‹ Та 
вый положешемъ: 22 + 1 == $ приводнтея яъ =| в; 

. & 1 . 
но: | к пин 0; 

слвдовательно: 

| 24 __ 1 б 
= аи НО 

Второй приведемв къ прост иему, употребляя слбхующуя прео- 
бравовалия 

орет Е 2242 
[+ ти | (1 [а т Га 1 

ав 
Изтегрируя по чаетяиь варалене: ТЫ которому предвари- 

чельно тадинъ вндъ: 

248 . 1 1 
2-е» ИЕ — Ей ре 

получишь: 

Иа 
Герая Е [у и 

пр, 
жи] = =! ит, 
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внвховательно: 

Е Е 2 1 4 
я и Ее и 

28—81 4 
2—8) ет 

В 
Го уе ие О 

@ 
И тавъ пнтеграль Га ; приведенъ къ простЪйшену, ® аменно 1) 

[2 
КЪ интогралу [ а-а= 

а: : 
чегралу Газе, ит. д. Постепеннымь понпжонень показателя 

; этоть въ свою очередь приведется къ ин- 

а 
мы наконешь приведемь интеграль къ р который изв%- 

ствнъ. Подотавляя вь повллиюю форнулу вибото й послёдова- 
тельно числа 2, 3, 4,..., получнаь: 

аз . а , 
[= = 2-1 = вающе- 0 

42 # 32 Зое ея 
Ге дек ик =5 62 С 

а 2 52 52 5 
Ге бреет ВЕ ет ВМС 

ит. д. 

Примпри: 

бал к ай Вбаа - оа 4 а) Найти интетрель ааа 8. 

и 23: —4 

65? — 45 +1 ба 1858 — 2462? 
ай пи а 

— 487 — 1222 -- 16 Е: _“ в 
+4 я Ща 

зе 4 2 8 
р” 4=5, В; 

624-1493 —З5Р +2154 2 2[ аз т и о и 

= — нон ее + С. 
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аи [ал ака ве) 

[5 ВЕ 

=3Ни-- 1) -+ Иё- 2) 8 ИЕ— 3) 0. 

ат г_8 1 1 
$) Дет 4 ен ень Бр |8 

3 1 1 = #—Э-и@-+ 1 — змеи С. 

дб --9% 1 _ 
Я пень = 

М 1 АИ 5472 - 5 47а 26—49 Е 
25 3+0 28—18) 28 -иа)  2ИР-к+1) 

ее Ув УЗ) 

2 62 —4 1_ 27% У; 

= 884%, Е—5=-5”, = 48, 

(3) 1 

5#—& 5; —8° Бе 
| пе 5 Е @=5# +1) УЗ але 2-0, 

[5-5 Е 

ВН — УЗ 8 Вт би. 

бт т 1 5 

ие 9—8) 

71 12- ‚бра 2 22-1 
7 ри ти &—-1) тук УЕ а 

9 мне 
о. 

1 т 58 25 р 2 
ея Зет уве ба Эл 

2 ГОРО ООН. 2 11: 
е—} Ве тео" й (@—1)—вй@+2)- Ни @. 
р 2 



5 аа 28 — = ы @% т 4 
Баян абая-- баз И ПВ 5—1] вв 

п 65 Г _@= 
ве в 281 => 

лия 11 
—=иНй-не— 8) 

85 
— а те + 9892 о 

+2 — 1322 9 ее 1947-54 2, Е] 4 

д бан 92° ан Ен Нин) -- 0= 

9 
АЙ Иа-- 3) + 0. 

в) ик __ 852+-—8 
ай — 24" — 648 -- Ваз + 12% 2—9) 

2-3 +8 
во твые 8 — 

а 

Е 2-78 
5 ея — 4 +4а---н 

1 715—178 у 
2 и = 5. 

р 29 —дььа 7 60-18 8 
р) а инкь® #= ет ЕЯ | 

= 248 1 @ 8 
5) 1} Бат 

га 18 а СГ а 
85) я 98 55| 2—8 

И В 
— у Иеену-н Е =|-- 252 8-1) -- 

ааа 52-8) -+- С == 

___ Ча 80) 
— зума ев = ЕТ = С. 

ро [И ом рик ее, 
Ра я — 427 = 126 — 2415 -- ЗбаА — 9203 + 165 

2 #—8 ва 
= де-а`НИ--4) —№ 6-9) + 

нее нее р--а 
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384, Интеграль | В бы, когда корни фунным 0272--5т+нс- 

ининые, т. е. когда 496—5*>>0, ножно, ие вводя новой первыёнвой, 
найти схвдующикь образов: 

ль 
да-- В о 
Е атЕБячне 

д | ба -- 042 _ 24а В— 45 [2 
аеьье 22 |аРуке 

дека == Це щ-н в, 

дайе 4042 
р ай а +8 =| 4а? и? -- 4афх -= 4ае (ад +4 — 92 

. а Зав 

р | ава) 2 В 
$ — ча-еое нм ^В| ГЗае-- БЕ 

в]! 

В В ИИ 
ре 0, (ь =7У4ж—й } 

дав 2аВ—40 | эаа-ьь [оби Каро ати д. 

Въ иннтеграль эторф входят функши логорионическая и зруго- 

вая: первая воть Непероег лзариома знаменателя подзинтероль- 
ной функ, в вторая — арктанленсв производной знаменателя, 
раздьленной на №, Козффищенть при лотаряеыв равенъ яолоеннть 
отношеня позффиивениа три 2 вз числатель подзинтетральной 
функии кв козффищенту при 2? вё знаменатель; воэффищенчть 

=е при зрктентеной можно получить тавь: озяжь яроизеодную зна 
менателя подииитеталеной фунпийи, найти вя корень, подета- 
вить этотз корень вместо 1 в числитель, полученный резуль- 

патз удвоить и разфъанить на №. 

Приморья 

$ Нат. ВЕН 
2* 
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В=У4же—И=У88, (2 —За-+4) 4—3, 

(5=—2) =7 кореив (42—8) веть 3 1 
«= 4 

5—2 57. 4—3 | а 

5) ее Фон ан) — пар йеВ 5. 
32-4 

один 5 
9 [ыы рая рае ре В е-+-1) 

22-й ВЯ 2) +; а 

—1 
ар! ут = в. 

з И 

325. При нитверированйт ралбовальныхь дробей не слёдуегь 
веетда предварительно разлагать ихъ на проетёйция дроби; иногда 
при удалновь выборь ковой первывиной, няк при посредетв® фораулы 

интегрировавя по частью, вонрось разрёшается удобнфе. Въ иныхь 

случаяхь введещень ковой пережфнной можно предварительно упро- 
отить подъянтегральную уио п затвиь уже разлагать ев на про- 
стих. 

Примпры: 

ие 1 ^ 
2) Е. И — 97 нз—0-+0 

. 52А —4и-1 1 

ь ее Ве я-ь и + 06° 

29-1) 4’ Ш ева? 
© | ка = +р ++. 

а паз ен 
ый Газкавий тюля ив туз 6. 

еее ера Г ваз 
$) ен | == 

) Буквою = обозночено 2+2, 



= а = =. 

2+2 111,0 
7 ++ 4 0-8 ы 

ое вещи -+0. 
А — В --3 

Зи — рая + С. 

ах т т 9-1 
юра — пувов 0. 

Е (6-14 акь _ 
) |] эеаиа обид к вай ВиЯ баты 

АР не 8) — Цай н* я-а - 

т Ваз 2-1 до фо ЕЕ-Е м8 ея — в. 

ра ат 208 торги 1 
р) Пете ак =— въ Чао 

этб— т—1 |] 2—2 ак 
ира ип каг 

ели и нечеткое чпело, то положешень: 2? а =, ны при- 
ведешь знтеграль въ интегралу дроби ©ъ одночленныяеь знаменате- 
зень 

1 Е а» 
326. Словобъ Остроградекато. Не трудно видфяь, что вели зка- 

менатель рашональной дроби не имветь вралныхь корыей, то инте- 

граль ея не содержить въ себф алгебраческой части, а состоить 
только изъ хогарнемическихь и круговыхь функлаи. Евли же знаме- 
наель иметь иратные корни, то въ соетавъ интеграла входить и 
алгобрическая часть. Соединяя зе члены алгебрической части въ 
одннъ, мы получишь такую раппональную дробь, у зоторой знамева- 
жель будеть произведеше вевхъ кратныхь множителей знаменателя. 
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подъинтегральной фупкии со степенью кролиосеи н®, единицу модь- 
шею; друтнин словами: если знаменолель подъинтегральной фувеци 
веть: 

РРР... 

х56 Р—произведене одиночныхь множителей, Р, — двойныхъ, 

Р,--тройныхь, и т. д., то знаменатель алгебричевной части ннуе- 
грала будеть: 

РР:РаР:....., 

и тогда транецендентную часть нитеграла пожно разсматривать, кажъ, 

интеграль ратбопельной дроби, изющей знамонателеиь произведет 

ВРЬРЬ,....., 

котораго веб корни одиночные. 

Найденъ алтобрическую часть интеграла, ве разбивая подъинте- 
гральной фунещи на частныя дроби, п залиъ ту дробь, интеграль 

которой даеть треноженлентную часть. Пусть эти исконыя: 

х г 

Уля 

= данная для интегрированйт дробь пусть будете: м, Ча Что; 

ру 2-4 ..... а. ....@ 

Зявеь: 

№М--Р Ра рзРаР*...., 

Т=ВР2Р:Ра..... 

8=РРЬБР.Ь,.....=%, 

У ить оби наибольший дёлитель между № и производною №, 
& 5 чаетное оть раздёлешя № ва У. 

Степень ЛМ менфе степеня № поэтому и степень 7 мене елопееи 
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5, и стелень Х можемь очитель менфе степени У*). Чаобы опред#- 

лячь Хи 2, продиффервяцируемь (<); получамъ: 

М_ХЕУЕ, 2 
У ий 5` 

Обозначим» обний наибольший дфлитель шеллу Уи У’ чрез 
Уи , тля» 

У, а чавтный: Е 5 и Л; чета: 

И=РРРу.... 7=87, 
Я=РРРЬ.... | 

- У=лЕ 5=Р8 

м_вих-хти Е_ЯХЬхт 8 
у ИБ 

Повлёдея дв дроби преводятся къ знаменатеню М, если въ чи- 

олитель и знаженатель нервой изъ нихъ введемь множитель Р,, & въ 
числитель н знаменатель второй — мпожнтель У; по этому: 

м ЯХТ РУ. 
- м ; 

слфдовательно: 

М=р8х—_ ХЛ 27= 

—=9Хх—ХТР +27. 

Дифференцируя: №=-57, и обозначая частное отъ раздфлоня 
№ на У чревь Т, получныь: 

№=У5' +5 У-= ТУ, 
ли: 

У5'- ТТР-==ТУ, 

+) Еедн-бы взяли отепель Х равною стеисни У, то иблая чдеть дроби Е 
быза-бы постолннымь чиеломъ, которое можно включить въ ностоянную про- 
изводьную. 
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откуда: 

ТВ=Т— 5. 

Олвковательно: 

М=5хХ-- х9— ТХ = 27, 

М-(9Х/ —ТХ--2У............. ©) 

Это равенство даеть нашь возможность опредфлить разон5 Хий 
по способу непредфленныхь коэффижентовъ. 

Пусть ® и & показахелы стеленей дъяыхь функ Ми И. тотда 
цвлыя функши Я и Т будуть первая (в —й}* степени, & вторак 

и —&— 1)"; давл фунещя Х будеть не выше (# -— 1) степени, 
а 7 вв выше (&—й— 1)%; льва п правая чаати ($) не выше 
{® — 1% степеви. Полагая: 

АН... 

—— лв . и 

залъь подотавлия отя выражения въ (5), п оравятвая нооффищента 
при одинаковыхь отеленяхь 2 съ лЁвой и правой стороны, мы полу- 
чить 4% уравновй первой отоленя 0$ ноизвёетными: &, “о 
9» В; В... Вы ОТЕЗДА ти послбднт п пабдутоя. 

Можно поступить и нначе: изъ (6) изфеншь: 

М тх— (5х) = 8% .......... ...@ 

Полагая; Х == аа" 1 а, 
° ставя это въ выражено 

М--7х— (5х), 

=... 1 8-На,, и пох- 

будешь дфлить повдфдиее на У. Тень накь Р пфная функция #-ой. 
отелени, то остатонъ от этого дфлешя будеть вида: 

да д 
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н таюъ вакъ дёлене должно совершиться на дёло, 10: 

А =0, 4,=0,...., А ==0, А, =0. 

Изъ этихь й уравнений нейдемь й ноизвфотныхь: 9; 2, ...) бу 

& подетавляя ихъ въ козффищенты частнаго, получинь и 2. 
И: 

И тавъ: чтобы получить алгебуичесвую часть явтетрала [ @%, 

ищемь общ ванбольший дфлитель У между М и производною № 

ЗАЕВЫЬ СОбТЯВЛЯеМЬ ЧАФРНЫЯ: 

и 65 помощю равенства (5) или (6), но словобу неопредвленныхь 

козффищентовь, находниь Х и 2; тогда элсебряческая часть инте- 
х : 

грала будеть у, а чрансцендонтнал наНдетел питегрироваяем» выра- 

женя аз. 

Ра 
Дробь 5 шожеть сокращаться въ частных случанхь. 

Ея 2==0, то нитеграяъ не ныВеть транецендененой части. 

ели фунвщи № и № ке ниботь общаго дёлиеля, то нитеграль не 
пибеть лгебрической часть. 

Приор: 

а) Найта: аа. 

Мы ине — 1 ] я 
Ур 

МЕ о-ва Инда) (5—8) 9-1 

и Па 

У=Т=5—3 

Ха мс 

ВХ (айва д 
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(9Х) = 4 5360 —дй-+9(—Ив—с 

ТХ =(52—3) (ваб-фе--с) = Бад - (5$-—За)а?-+ (56—85) — 86 

М-+ ТХ—(8Х) = об (26+ 1] (36—66 Пан 1-96 

ан (26-5 Пай - ео 96 | #— 

а — в & 

(а-я - (36—6- Па 1— %=0 

а 6-41=0 } а= —6 
Хо 

и - ь 
В=а=--6 

1—#=0 

горе 4 19 —6—1 

[яка = = 5] вП= о ая“ 

эт --0. 

и 438 таб 0 
5) Нымт | ав. 

Мо | 
М4 —19—90, У -+а-+1 №8 (аванса) (Вай) | 

Тебе МТВ 

Хо 5Х = ян (ай - 

(в бя -- 6 -- дас, 

(9Х) = Бай = фа За -- За Барс 

ТХ = ба --. вай + (За бод? 2-9 

М--ТХ — (55-й 4ай+ (Вена?) 

— (Ра 3) 2—6 
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(а--Пй+ (5—4) 9+ (80-7) (За )о-нс--6 | Эч+т--1 

(4—1) (ей -(а-- а (а=П +24 

{25—42 (3е—2а—8)—(Ва--Заче-Ь 

(95—4ай (05-4 
(3с—2а—8)а7—(За--2%—Гине—86-+4=0 

36— 3—8 =0]а=—1 
3 Ш 1 МВ з а+1=0|Х=—{ 2—9%—9) 
в 6—1 =0 (8 = 

| 26—41=0|2=0 
с—35-+4=0]}с =8 

аа па 22—29 
[= а @% ячентг + 0. 

© Нами ем (примёрь у я” 398). 

м ебал бала и--3у У=ж (аш) 
Мы? —1 84 +54, 

№'=а2(р-8) (ба+9) | =везая 

В=(и+ 8) =ай--32, Т=бд-9, Хайфе 

М- 7х — (9х = (а-я - (5-1 - 

—= (86 + Зо -- ве + 54 

2+ (2-8) 22+ (26 — 18) 2+ (38+) 2-- 66-54 | 22-5327 

2-88 #-+а-—1 

7 @— 2-6 18) 

{@— 1 - (3—3) 

те меньы о 
25—36 ме Х=Я--9%—9 

35 + 3с 

66 +54 |. Га 9 

Я=а-а-—1:=5 

Е = 1 
Я) 2+5 
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аи-еда Пей, Якби 9 Г йо 
р аебал-ьоав Ясная 2+8 мат 

= Иен 3) +0. 

Е о а 
а ньсВ 

= 8% — Зывае-- 0. 

Интегралы ирращональныхь Функий, 

3271. Интегралы: 

(ие, у, У, У, .. в 

ЕЯ) м 35-2) Гуее, УЕ, 
зв которыхь { озналаеть рашональныя дЪйогвйт, зашёнешежь пере- 

УВнноН приводятся къ интегралань ращональныхь фунецие. Чтобы 
® 

Доститиуть этого, примемь за новую перезиитуию Уз для первых 
ы 

нитеграла, п илл втораго (# наныеньшее вратное показа. я 
телей 1, п, ти, ...): ТОРЫ подъинтеврельная фунищя преобразуется, 
и в5 новой первяфнной будеть ращтональною. 

Прири: 

4% 
) | 

За у: 

Е 

— -- ИЕР — 22-58 

(= — из) 1 (1-275)-+0 

+ 6 

23—38 -+- 

12 12 12 8 12 

ву (Унв 1) ИУ. вУЗяВ)- 
й 22 

— В шв (1+8), 
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328, Чтобы привееть интегралъ 

| й (=, Ум) ат ( Х означаетъ рацю- ) 

нальныя дЪйетын, 

въ инчегралу ращюнельной фунещи, постараемея перемвяную 2 такъ 

Связать съ новой порвывиной 2, чтобы и 2, н Уй + без-с выре- 
зились въ 2 ращональнымь образонъ: 

Первый пыема: 

Ут-шке=а-вУа, виа Ум рко, 

а + ине — Зав Ув а? 

финский — Ве Иа. 

„Второй умемь: 

— ПВ с. Ме 
Чье аа — Ус, в Ут чьценечнуе Г 

а уно — Васе 

ан — 98 Ус. 

Тревый ижема: 

У-ыне = (вв), 2, и: Борнн 92-5 --0 

а фично=а (в) (ви) в Нее а) 
11 е— #— 

=} 

@(5—1.) =@—%) 2. 

Каждый изь отихь. премовъ приводить въ уравненшю первой 
отепени относительно 2, изъ котораго, отоло -быть, х выразится 
уалуонально вь 2; а затВиь ращюнвально въ 2 выразииь и да, п 
Уай + и-н с, в слбовалельно и { (2, Уз с + с) а. 



Если коэффищенты а, Би 6, & также козффищениы фунви р 
вещественные, и мы при интегрироваши не желаеть вводить мпимыхь 
выражен, то лервый пыюмь будемъ употреблять, когда @ > 0, 
второй — когда >> 0, трей — когда корни 2, и ©, фунешя 

а? + вх + с вошествениые. Поли же козффиниенты и с оба отри- 
цательные, и при эзомь корни фуниши 02% ч- р-н с ининые, то 
ынииостн при интегрирован не изб\жиниь; де и ить надобности въ 

этожь, потому что тогда корень Уз + №8 --с будеть инннымь 
при вовхъ вещественныхь значеняхь 2. Жоночно, не олВдуеть воегха 
держаться этихь общихь пуемовь при интегрировании, — пиемовъ, 
помощю которыхь мы сразу преобразовызаюиь подъинтегральную 
функцию въ ращональную. Во инотихь случаяхь это преобразование 
приводить въ очень сложной ращональной функции, хожду тиф как 
при посредетвв другихь соображенй интеграль получаются ироше, 
Зь иныхь случаяхь бываеть удобнфе преобразовать интеграть въ 
другой простёШИ, въ которомь пожънитоегральная функщя, вавъ и 

ВБ давиомь, остается радикальною, и потошъ уже этоть проегвиция 
призесть въ интесралу разбональной функции. Для пояснения приведезсь 
приквръ. Найдехь витеграль; 

| У 

Унотребиыь сначала первый промо; ддл этого положилть: 

Ув 

торда: 

2—2 + Ут 81—83 

25—92 =? — 42, Чи-=24: -— За ах — Заз, 

22-2 еда 
бя, т”, 

г тра 
Учат-ЕВя 5) 2214. 

Положенще: 22 -- 1 == откуды 4 == за доставить: 
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12243 трио 1 29 
а 2 и] = Г за 

1 9 #9 1 ви +с 1-0 

Ща 1 = ео 58 11-0 

Ваал еек РТЬВНЯ 1 аи — а (48-+-1-+-8 У +98] 0. 
а (де У) 8 | 

Алгебричеснол часть интеграла, по сокращен, приводится въ: 
Уве в, 
—_ сявловательно: 

КИА (48а) + С, о 
Рае - 

Теперь иоступимгь иначе: въ числятелв подънитегральной функ- 

щи вывого 2 напишешь производную подрадивальной функщи, т. в. 
82-2, н зазфиь дополиниь его слагаемымь и иножнтелемь такини, 

чтобы нитограль сохранияь (вое значение; тогда, получинь: 

зак ва) | (2+2) 4% — Е 
Уч Уча 4) Учалы в Умань —5 

и 1 4% 
Ух 2 ее 

4 . Принбняя теперь въ ннтегрлу | ЕееЕ положены: 

У 2 Я Эа, будомь пибть: 

9 42 1 рее [чт а 1-4, = 

= (48--1--У+9—2)+-(. 

Сявдовалельно: 

Г 98 РУЗ 
Гяеаятр =4У + №1 

Реут) +0. 



329, Интеграль: [; 

Уж инена- Иа; тои: 

фоне Уа, -=9242—2. Уа. да Ув. а, 

(2+ Уа-) = ( 2) 4, — У; ее 5 

Иа Уа--в-0= 
"а? зётаь Ув 

| а 1 [278.4 _ 1 
ай +в 

=== 9-2 Ув. УмЯ- =ы-с)-+ 0 

Подъ знакомь логарпома можно ввести Эа дблятелемь; въ пн- 
з г 1 теграль тогда войдонь постоянный члень —.; $ (27Уа), когорый 

можеть вЕЛЮЧЕТЬ ВЪ ИОбТоЯнную произвольную; по этому найденный 
результать ножно предотавнть и подь выдомъ: 

ао 1 (еж УЕ Е —- ай -- шв) + Ц, 
ее Ув \ 2 т Ре 

Первый членъ второй чаети прочитаемь чакъ: эроизведене 
1 . 
УЕ ва Неперовз лозаривмз отноиенйя производной подрадикаль- 

ной функ из ЗУ, сложженнало в радиналол. 
Въ случа: а 0, предполагая однако, что корни фувици 

ай 8-е вещественные, нп стало быть 6 — 4ас ‚> 0, употре- 
бниь другой пиемь. Примезь производную функции аа -- и -- с 3% 
новую перемфнную, т. е. положив: 

Зав =2; 

дотла: 

46 — 
в 

И: о 1 
—_>, = 5: [2 ные 

в 1 
Тавъ какь: а < 0, 46 — И 0, 15 че ь >0,:<0; 

„ев 2 1 о. . ПОЛОЖИ: ==, — =; ПОД 

Ум =:У— я, = 4» 
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> © [23 82а: в 

Уве Ив? / у > 

= Вто сов" ео 

0. 

Прочитаень первый члежь второй чаети таль: яроизведене 

УЕ на армносинуе отношеня производной подрадикальной 

фуннии в УЙ— 4ае. Выфото арквосинуса можно ввести арвен- 

нусъ, и тогда посхёдняя формула предотавител подъ видом: 

а 22% 
к =аЕ6 Зв = С:. 

Ул --Ъя в р У— 

Зь случа а<0 и ининоми корней функции а фоне, 

радикаль Ув?’ -ныс принниаеть только янимыя значеня, & 
поэтому и интеграль предетовитея въ мнимой фор. Поставимь на 
Видь знажь коэффищента а, т. в. изпищекнь — а, выфото а; тогда а, 
будеть чиоло положительное, — и мы получлиь: 

Г Е: ди =( Е 
Уиаьдечне ЗУ чЫ-е Ус 

т 72.28 
=Н= бд ^= ай м — с} +0. 

„Призеърое 

4 1 

э Гея 5 

= (ви 7-64) 40, 

Зато — 0 88-0. еж = 5 

ао С. 42 $ = 
) Гуеытя 

и `3 



4% 1 8—8 
Я Е МВт 
) ее т ‘ 

380. Интегралъ: | Ува ув. ба. 

АА ри. — ож --с Ум нс а [рее 

Гив И 9-9 ааа +0) 2 ГУвлчино- даа УР -На-+е— ея 

2 Гушяеынье „а = ву [> пи ИВ 
ЗУ ас 

(аз -= бр 
=Умй ее Е 

ЗУ -- вс 

— =— Г ааа де Е == Увйнс-- = а 
303 ЗУ дс 4% Ува 

а и че = Удав и Уая в 2" фас ее == 

а ИЕ 
4 те 

Чаеть интеграла (ГУаай > 65-20. фл, вывь виримь, влгобри- 
ческая функшя, & хругея часть — транопендениная, и виенио лога- 
риовичесмая или вруховал, енотря по коэффящуентаиь а, 6 д с. 

Пили: 

Гу вева-- 1 бин Ву а- ты +0. 

331. Интегралъ: ее 

ре НУ 
Имя -С ди 



Увй с а 
Уайт е 

а __ р 98 бей ав 
о в Гумне 

Второй члень повяфднято трехчлень перенесвыь н& яёво, и за 

лам 06% части раздблиыЪ ва я; получимъ: 

эта о @— ПГ а 
ас —. 

р в за уме 

По этой фориухВ разематриваемый нитеграть приводится ть 

подобному же, но простйшему: показатель надъ 2 въ числителе 
подъинтегральной функщи понижень на дв ‘едлницы *), Продолжая 
понижое повазателл, мы приводень интегражь пут и четномь 55 

= а при я нечетномь къ 52. Изв этихъ послбднихъ 

инчеграловъ первый продотавляеть дотариеническую или круговую 
фунЕцтю, смотря но знакамь @ п с, а второй 

УяРо-кс Ге 
элгобрическую функц, кажь и тв члены, которые выдёляются по- 
тепенныягъ Еитетрированежь по чаетлаь. 

Впроченъ при м нечетномь инзеграль Е НоЖно привесть 

пряно въ интегралу цзлой функц положенень; Ум --с==2: 

2-1 а . 
ее = зая | (2 — бал. 

Примиры: 

у УЖ Я)-- 0. 

28 а Зая — Ва? 39/5 5 в) и Уя--а + 0. 

*) Мы разомотривабмь эту оормулу при положительномь #; по этому и 
хозорнытъ: показатель понижен; но она врна н при отрицательномъ значент 
л,—и тогка показатель по абсолютной ведичин® повышается на дв едпанцы. 

8* 



т ава 

т зто ВА ( Уз) — 0. 

382, Ивтеграль: В {Г(@®) цвлая функция). 

ен производную фувитии аа’ -н 8-е, т.е. 22 --Ъ, при- 
менъ за новую перонфнкую, то въ ней подъиитегральнея функщя 
предетавитоя подъ видом»: 

дя новая перемфиная 
Ущита” обозначена чрезь 2 

тив р будеть иблая фунещя той же степени, кавъ и {. 
По этому вели: д (р == 4 Да... +4, ч®— Я 

—4„_.2-- А, 10: 
#2? 

04 д | эт а 4, | 2-14: 
ЕС УИ, УИзь 

| 242 -- 48__ 

т че: ве: 

Соеднияя вов алгебуичесыя части отихъ интегралов въ одияъ 
‘члехь, & треновекдентных въ другой, и змиВНяя потомъ 2 суыгою 

Зал +- В, мы увидим, что инхеграль | ее приведотея въ 

[о 

ФУ не к| 

зЪ которой $ (2) цвлая функщя х одною степенью наже /(2}, г К 
постоянное число. 

Для опрезеня офи К “шожно употребить еповобъ неопрадж- 
лениыхъ коэффишентовъ.. Дифференцируя разенотво: 

1642 _ __ Уно 4 
рее Ума -о К | , 
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получииь: 

19 пли баки Е 
А а аа амЕт — ЕТ 

откуда: 

2 (еее ф' + (2-5 о -2К-==2 8). 

Такъ важ (2) ив-ой степени, то полагая въ этошь тождеств®: 

Фа = Вт В"... В, и Ви, и 61840- 
быть: фо =(ит— ПВ т Ва... Вы 
и сравнивал потомь коэффищенты при одинаковыхь отеиеняхь 2 05 
той и другой стороны уравнешя, мы получимъ # + 1 уравнеййй лер- 
зой степени 65 2-4 1 неизвфетными: В, В,,..., Вии Е, из5 

которыхь эли неизвфетныя и найду *). 

Проимпры: 

ии ТУР ИЯ 

К 

. (а дин) Е {2ак--В) У -- а 3-= У 2-25 --8 

от 
— Уяча-+в. 

(Вар В в + в--уе+-у-+-К= 

= — 2 —в-1 

Заде-+ (Бан Зву? -к- (ба + 36-х - ЗВ К 

= мб Ш 

#) Можно м иначе составить и -=1 уравиенйЙ, д именно припиемзая + 
частным знаяевя, отдавая при этомъ пренмущество тёмъ, при которых 
уравнен{я выходятъ проще. 
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За —=1 

Бон 98 =— 8 

бан ЗВ =— 1 1=8 

ЗВ 1+К=1 - К=4 

а ЗЕ 

= рп УЗ = &Це--1-- У --3) + ©. 

2 базч-ай--За--1 —Ш Ват ава 18991 оз в | а т В ай+ 

19325 
128 

22-3 
— атевш — 5—0. 

338. Интегралы: 

| 4= в | ах 
дум ие ду ыее 

. . 1 4 
Положешень: „==, отвуда: 2 = т, @% = = › первый изъ 

этих интеграловь приведется въ: 

Е 

При с =0 онъ будеть алгебричеенй; 

[: 48 3 ф = —=— = Иёр-на-н С 
Пужкь | Е ъ 

2. /ав--Ь Ут р 
р в = — -0 *) 

г . 1 . Второй положенень: == == 2 приведется 5$ виду: 

я) Интеграхь этоть можно получить, ошираяеь на третье правило № 328, 
положенень: Уже 08 = иг. 
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Г 42 

Унеча 

а злтобрическииь будеть, когиа фунвщя аа? -- 57-н-с содержить 

иножичедень 2-— 0; другими словами; кота одинъ изъ зорней этой 

фунщи ость ©. В этомь посдвянемъ случа для отыенаня инте- 

траль можно обратиться и въ похоженио: Ул ес (в в) 

{греми рем). 

Приморы: 

де 1 = 
8) ЕЕ арын "0..8. ) 

Жели-бы, не освобождаясь предварительно отъ множителя 2 пе- 
ель корнемъ въ подъинтегральной функции, им прямо преобразовали 
послАднюю въ рашональную, употребляя пря этомъ первый праемиь, то 

получели-бы результаль но виду, отличный оть послёдняго, а именно: 

| 42 1 У а, (®) *) 
УЕ 2р--4 2 5УЗ +9 -- Ума а 1*' 

Отеюдь заключаемь что разность между (1} и (2) должна быть 

числоиь постояннымь. И дёйствительно: обознамая У За? + 2%-+.4 
черезь В, инфемь: 

11 112782 1 ви + я) 
3’ а--А-+а8 2 ззчани 2 ши ов 

1 вет +28) 1 5 
1 ору Ва +278] (+83). 
[2 Е2 

в — 
) Ге и ЕЯ 

РЕ | 
` тие ы 

42 Уз? 20 32-8 в ; 
) тек = . 6 = 6. 

=) Второй щивыь привсяъ-бы къ (1). 
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4) | 4% 1} #1 +5 
(2+ Пу ча--2° УЗ 8-43-20 * 

Е __ вт ЗУ Зе Я 
® Е зу с &--2 6. 

384, Интегралы: 

[ [2 з { а 

Защ ине 3 (в — дтУая-- и-нс* 

Прн 2% поетоянномь, кашь положительномь, такт и отрицалель- 
номъ, инфень: 

ани" ТВ и РН: ЕЕ ав 
Уаз 5х 5-6 Уще-ье-с 

ау ыае | =" == ФУ = 

п-т и — 
=" Уочевиныо — "о [Увайефннс. и" Зв — 

Ее 
ра] Ува + фене" 

Обозначимь Иа’ -= 65 - с черезъ А; тогда 

атас _ ат 1 (айда т Ь гота = у: 1 [ — => 
я в Г Е 5] Е 

ат ога ар (тп рат--ме (и _Логат- до 
ВП в т: @ 

14% 

т м—1 вл — м2 ата "р НЕ 4 Пет, 
а 58 Е в Е 

дар о ат и [до та _ [27а 
Г Я @—1е 6—3): Н 16. Я‘ 

Выфото 1 нанищень ии = 2: 

я” аа ат (тв) Гонта я-а | одаыый.:2 
Е с (@т-нвус | быте} В ° 
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читая в отрицатезьнымь, поставимъ знавуь на ВИДЪ, т. 8. на- 

ПИШЕМ — 2% ВЫОТО 28; ТОРА получинь: 

а в. 95 а — ав 
в бра де ая ре 

По этой формутВ интеграль, [5 приводится къ подобнышь же, 

хо провтЪйтимъ. Понизить докозатель и по ней можно хо едвницы. 
При и = 1 эта фору, ке годител; во при % = 1 она и не нужна, 

потому что интограть |® эр Намь извфотень. ще ие тодитоя форнул 

при с == 0; по въ этомь елучав интограхъ [8 ов Обращаетоя въ слф- 

дуюний: 

= 
[2 

дб Уват-- а? 

который похоженень: У ай = 55а приводится къ интегралу 

алой фунвлии, ® ииенно къ: 

2 — 2 — 
Е [ ав = т Ге а) 14а. 

Интеграль 45 —а— - тр Гуае тужтеа ПИбдеШенЬ #—- а=8 прив 
бе . а 

ДВТСЯ ЕЪ Грея ТВ: В = Ре НВ, ©, == ай ине. 

Алтебричоевимь онъ будеть, когда с, —=.0, т. в. когда х ость корень 
функщи ай + 0+ с. 

Примтры: 

а» УВааатьа а) ааа _1 е 
) | а? УЗа7-- 25-4 4= 8 й а-я бана * в. 

4х 82 — = 1 [== Иан Эа -- 0. 

4 __ Ува 1 == 
ит] 4(е-+-1) $ пуд * 

| (3 — 2+4 „у бы 
евр УаьЕ В+ в8" ^= БВ ` 
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335, Способъ Абеля. Для преобразованы интеграла: 

Пе?) ах ( У выражаеть ине 
Ущяе вазьныя дёЯотв!я 

зъ пнтеграяь радбонельной фукещи, удобно принять за новую перо- 
ифнную производиую радикала Уз’ --с. Обозначал вв трезь 2, 
ифежь: 

ы = ада 
= Ус, ар И сане 

ы Уад- с? 

2 _ 4 
Ущйчне @-й 

а ея еов 

Для приибуе, найдемь оинеурало: { 

ваз == У -- с. де Аа, 

& 

ея 

в=У-—1, ==. 
Я —1 

= Уй— 1. + 29%, 

= (7—1), #= а» т 

| —| Е Ы @ Ы 4 
(икру 27—21 ,У941 2} 7—1 

1 с 1 о 
2У3 в%—1 272 вуз —У —1 
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336. Въ ращональной функщи поренфиной х и радикала 

У - нс ветда ножко отдълить ролйоналаную часть оте 

чурралйональной, и въ послдней радикал перенести вз знамена- 

тель. ДЬйотвительно: обозначая редикаль Ул” -+- фене чрез Е, 

и разунфя подъ знакомь / дробвыя рашональныя дфНотвя, имен: 

9 в _ РОВ 
Г В р ро, 

тд фи ф пфаыя функщи ея А, о Р, 9, РЕ 0, цълыя функц 

оддого 2. Пошнонниь чиелитель и знаменатель послёдлей дроби на 

Р, — ©, Е; тогда: 

Ее, В) Ф-оют-©В _ РР 90 (Р-Р 
) (Р--о (РФ) РИФ РАО 

: — 90, в — : 
Функции бе и о `ращональных. Обозначая 

первую чЧрезъ ЛИ, вторую чрезъ №, получим: 

1(=, Уаа + ен )=м-+я 

[в умя--шчев) в = | маш + [Таз 

Зъ первомь изъ ивухъ послёднихь интеграловъ подъинтегральная 
фунищя — ралуональная дробь, а во второмь — ращональная дробь, 

ДВаенная на радиваль Ио? + фр-- с. Выдвдяя изъ № пёлую 

‘часть, и разлагая оставшуюся часть на проетёйшя дроби, мы приве- 

ешь послёдыйй интеграль къ интегралажь вида: 

НОЕ | да | (дев) а 
Удайфе-с' : (в) Уаяйьыин-е (а-я Умб-ьан-6 

{Е (2) дЪлая функция; корни 0, 2? -+- 6, 2 в мнимые). 
'Нри интегрирован обывновенно бываеть выгоднфе, прежде пре- 

образовашя полънвтегральной фунвщии въ ращональную, разлагать ве 
нь проетфия, п уже къ послфанимь приибнять тоть ихи другой 
лремъ интегрированя. 

Премиры: 

) [— Е к 
Пул 2) воруй 2) иыуиг 
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Заъеь выгоднфе, ие оввобождаясь оть множителей #—) и 
2 -- 1 перодь корнель, призеёнить жъ обоннъ иттотралилеь положене: 
УТ. 

ЕЯ Ру, уе 
Ы | 42 1 78—12 
з ея 

| Е 1 т О 
24-251 ЗУЁ зк1--У8 т з в] (#1) Е 

| 4 1 19) С 
(ПУ 28 {#—1-5)(в+1—98} 

Шота у 
бе ь С 

1 7—1 У-ау-т с....а) = 
— 28 ‘1 —1--Убч-ву т 

По способу Абеля: 

9 _1\ & Е й= э 2—1 

(из) УРА * У 1’ 11 

| [ее _ 42 _ 1 РУ о 
(#— ПУ 2—1  ЗУЯ 2У8+1 и 

о ........ @) 5 рУбрУЕ 

Не трудно показать, что разность между (1) и (2) воть повоян- 

кое число. 

(28-1) ах 

о О 

= (2-15 Уеа-ЕТ) + аа 

Е лени р У, 7_ тео УЗ УЕ 
ЗУ клуб уе! 678 ино У уаы 

бабой банана в! 9 
ав = [52—25 > 

ый | (ыы) УЗайчьве-1 К по бче оР-ЬаиНН 



— 45 — 

бо | 24 + (+2 
Урна ВУ +1 (Ра) УЗаРьйя-+-1 

[ (52—20) д 
УЕ т 

ВУ -н и -1— 

, И 
— 5 Це --1-- 8. У 5-5 1)--0 

| 2—9} ы +4 
ВУЗ аа +1 д-ра? + 9а--1 

Коэффищенты при 2° и трехчленовь Яна 2-25-41 

пропорщюнальны; шо этому, принимал производную одного лзъ этихъ 
трехчленовь за новую неремённую, мы въ обоихь трехчленахь 05в0- 
бодимся сразу оть членовь первой степени: 

(ен ае-т-ь в--Ь, фе, 

н ; - 
2-1 ==, на 1= 8 ы Вьет = 

ера | @-+1)4 
(7--а+- ру шт (Зуй 

5| = =4а | Е 
(е-зут-т {ет 

Изъь двухъ послёдиихь нитеграловь первый найдемь, пологая 

Уй-+1-=% в второй по способу Абеля, подагая: Е = 

Е: эГ_@& Ы я УЗ дуея [= а 

— по УТ — 105 т 84 

Е 1 1иу2-+- у 
Уря вв ъутгия + 0 = а | (ву 

У Ут 
РУ '578— в 
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| ее И ее И В + Зв 1 
(ок ру бет 

т ет, ЕЕ С, 
2378 вт. ИЯ 1 у 

И такь: 

бя = За? + банана ат 
дут из У 8 -1— 

— = Цае-нт--У8, УВЕ Т)-+ 

2 мое И Яя + 25-1 -- * 

Ж1- У 25-1 

т уе+т-- УЕ. Умеет 
ры —_—_—_ 
ЗУ 2в-+1— 73. Уд? +в --1 м 

= — 1 : , 
9 ЕЕ три Козффищенты при 2? и 2 трехчденовъ 

я —п--11—245--2 не пропорщгональны. Положим: = =, 

тогда: 
де --, вр 

е-1 Е 

(ее В а --е---е1Р 
(21) 

(бар + (028 аб В+) в? —В+1 
#1 

а-- ве а Векь е--1 
1 я — За 

а — зачы зле (206 — и Ве ВР 
: +1 . 

Выберемь а и В танъ, чтобы коэффищенты лри 2 въ чиелителяхь 

послёднихь дробей обратились въ 0, т, е. подчинииь © н 8 убло- 

яхь: 

23а — и— В--а=0 

208 —9&—98+4-0. 
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Изь этихь убловый находиыь: © -+- В=2, 08 ==20; а отоюда 

два рышеня: (= я (=). Принемь первое; тогда: 

2 , 242 , 8—1 
Я, № вн, #—1 21? 

2+8 9 __ 2+ 
#—д-+1 е-р: 35-3 е1 

| @— 104 #—9а ° 
орви рерти (изу 

285 @ 
РУ Уи 

Нет 1 7. Утв Ге] 
Уз ^ 28 У уУй+т—вУ8 у 

Введл втВото 2 выражено въ х, т. в. =, получим: 

Г @— 14 ао ЕЯ 
бо 8-8 г 

1_›У8. УР 224242 в с 
2У Убе“ 

381. Интеграль ращональной фунищи х и двухь радиналовъ 
Уж--б и Иаз-+- В положешень: Иаз--ф == приведетел къ 

иитогралу рецональной фужкцен 2 и одного радикала вида Иа, 2*-+-В.. 
Двйствительно: положене это даеть: 

а #2 Зее 
и --ф =, = =^, бр == =, 

2.5 _ 
ое а -Ь, («= ы= и) 

Го, уаесь, Узнев)ае на? | КЕ, „ув яз-в ааа, 
@ 

. 92 

Примори Грунт 
Узьй= а, а--йый, к=й--9, о. 1-1, да-да, 
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Г 45 |] 22а 
ет ря: 

ЭГ а 4 4 
8-8 (ву 

уа= 4 УР с 
=—Т ЗУ &-У—Т-е2-- 78 ею 

УТ. 4 УБЕ, 
Ув--8—1 3783 Узануя 1-42-73 ео 

38, Интеграль | /(2 У 2, вё которомь сипональная » р 

Ффункцйл, @ у зтьлая функийя < выше второй степени, только ВЪ 
нфиоторыхь чествихь олучалхь призодитея къ интегралу ращональ- 
ной унвци, п тогда выражается алеебрическиии, логориохическими 
и врутовымя фунищини; вообще же онъ приводится къ особеннымь 
функшямь, которыя называють оллизиюимескими интералами, 

ОТД 
четве 

пени, 
ВБ Е, 

а) 

5) 

с 
} Г ие 

$ | 2—7 думая — а — 

у третьей или чехверхой степени, и Абелевими, котда у выше 
ой степени. 

Приведемь ириывры, когда инеегрель, при у выше второй отё- 
зыражается конечиою совокупностью фунецЕ, из выходящихь 

атегорйг алгебричеевихь, логариомичеснихь и вруговыхь. 

2+ уаз 2 а 
— = 

---- ПИ ая-1 оо Уй-я-1 

шах АЕ 
(--руж-ат 9 ноут * 

ел 20 —Паз 

= 8 ее Иа 9 я —в--1- 0. 

(42 + 6 — 22 — Пай 
т 

др 1-10 

ИЯ и +1 и 
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9 | [2 УЕ 1 1 
ани а: 2 Ув +1 

— м6 6 Ут —в--1-+ С. 

330. Интеграль [/022, а поторомз у иррашбональная фуннийя 

2, заданная уравненемь: 

Хех... ХХ, =0 › 

ны найдежь, если козффищенты Х, Х,, Х,..., Хи, 
дфлыя функши 2 первой отенени, другини словаяги: если посявдиее 
равнен!е нифеть видь: 

д в— (ау ща... 

= @ а руна в, =0. 

Дайотвительно: разрётая это уравнене относительно 2, и инте- 
трируя по частям 4%, получимъ: 

НЫ Пу 2... Ну 
Еа — Е: а р р 

бе ау [аду 

В ут, +... ув 
пуп ау Аут ..; ау а, 4, 

зу | 

откуда видииь, что янтогрироване приводится иъ интегрирован 
ращеональной фунеци. 

Примтре: Найти нитеграяь [у@2, въ вотороиь у удовлотво- 
ряетъ уравненаю: 

УР В — 3 — (в Пу 1=0. 

Изъ уравненя имфемь: 

по этоху: 

обо ау [ау ту, 
п 4 
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Шут 
Выдьляя деъ дроби и цёлую часть и разлогая 

оставшуюся часть на проотйлоя дроби, получниь: 

уу 
Я-+у 

+ бу— 1 = —1 я 

слфдовательно: 

обе у-— [-ьзу— Паи-н [9 

зу нууу рб. 

Интегралы дифференшальныхь биноновъ. 

340. Выранене виды: 2’ (а5” +- МР е называють дикбубе- 
ренийальнымв биномомв. Око — рашональное, ногда показатели й, 
т, пн р излые, — п прращонельное, когда хотя одниъ изъ этихф по- 
казателей дробный (сонзыйриный). Въ первомь случа мы въ ввезоя- 
ди найти интеграль 

Даа” = РФ, 

кавъ нитеграль функция рацопальной. Во второмь случай найдемь 

его, когда показатель 2 иълый, хотя-бы #, 2 и % были дробными *). 
1 

Для этого ПОЛОИНиЫ: 2" 4, ТА 1, НАБЫОНьиЮе кратное внаменаяо- 
ТЕ, тим, и затВмь выразиь подъинтегральную фунаю въ пв- 

ремённой 2; тогда нитегражь привелетея въ иктетралу фуявщи ра- 
цональной (№ 327). Намв остается по этому резежотрьть приведен- 

зый интеграль тользо при р дробномь, пря чемь показатели #, ж 
пи каше угодно, но сокзывримые, (хотя вирочемь эти показатели 
введенемь новой перемёиной воегда шогугь бихь приведены въ п#- 

ии). 

Тавь зак: 

а” ( а +. р == д-р (@-= ит, 

=) Если похаздтонь р пфлый п при зом положительный, то мы найделъ 
пнтограль и 05 случа несоцомриныхь №, 8 ий, 
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то, обозначал # --- 100 и ® — ® чрез5 2% и, ПОЛучимь: 

а (ад 5 РР до ни" (вы ба а. 

Отоюдь вядимь, что взятый нами диффорондуельный биномь 

можно привветь кз. проотёйшией форкЪ, & именно олдующей: 

2" (в -- ы р аа. 

Въ этой фору и будень его раземалривать. 

Положи: 

ам =; 

ога 

1 Е вт 
(2—8 зпент  (1—@) в и о 

5 о. Бо, == ы (#6) * 48, 
ъ" 58. № ъ 

1 а [= ва (е—а)* а. 
". 

Отсюда видимь, что ваковъ-бы ни быль похавотель р (дробный 

зошриориы), ны интограль [|2”” (а -=- 62°)? 42 найдемь, если тольБо 

+1 алое число брал т и 2 Влрочезь и при несоязувримонь р 

агро найдется, вели рее цфдое положительное. 

Одфлавнь теперь другое преобразование: 

ат (а-ы РР аа = [Рф вх 3) а. 

`Ивь этого преобразования видинюь, что нитетражь [а (а-- ба 
1 надето, когда "Р-Р плов чиОХО, ШЛИ, ЧТО вв равно, когда 

В. р цфлов чело (ввиючая и 0)*).. 

#) Мы вообще очитдемь интеграль найдены, когда въ состоявы вы- 
фазить ого конечною совонупноетью иззфотныхь намъ функц, а именно: 
атобричеациять, хогарпомическихь, покалалодьниь, крутовыяь п трогоноие- 
тричебкихт. 

4 
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Й такь при р дробномь жы въ зостоянйи найти интеграль: 

[2 (а -- Раз, 

ыы Е лов число, или когда тт. ф цблое число. 

Примпры: 

5 5. 

8) [Убит аь те (вай еда БУСК + 0. 

ь) Уз ао вая 1-8) С. 

9 [- и =1 КУ УЕ Ут--У2у] 

: 
УЗ ал ре О 
4 я 

з 8 
3 уз т =-ния т) ныть аа а. 

з 
Вели обозначить 4“ -— 1 чрезъ м, то: 

Неон 

Ен — Нач) И) = 

== — 

9 [-75= вузу у У о, 
Уя— вв —1--У 5 

ЗА, Жоли, при р дробномь, показалели но удовлетворяють ни 

тону, ин другону уелонио, т. о. вали и р, и "А, д = 



дробня числа, то интеграль Го” (а-н Ы”)Рае во выразится и- 

вбетными кзыь фуньщяни. Но мы можемь тогда нравесть ого Еъ 

проетЬйшему. Положим: д" — у; тогда: 

в 

та-ныйра = Ну” Ча Рау. 

Сдфлавыь ото положен!е: фу = — @2; тогда: 

а 
у=— 54, = — 544, 

21 ры 
г т рок Пао 

Показатены 11 ири сани по 6266 дробкые, и сума 

ихь дробное число. 

И терь равоматриваемый нитеграль приводитол въ виду: 

рада, 

ЕДВ т, пн т-- я дробных чиела. 

Этотъ внтеграль ножно еще упростить понженемь абеолютныхь, 
величинь показателей т и я. Продифференцируенть произведение: 
"(1—8)". 

4 [" (1 —=)"] = т" (1 — 5) 5 — па" (1 — 2) 14а. 

Интегртрул 06% част этого тождества, получизть: 

2" (1 о=я (ал аеп "в 14а... (1) 

Изь двухь интеграловъ, сюда входлщихь, мы выразинь первый 
30 второмь, когда т < 0, аж 0, и второй въ первомъ, корда 
т#>0, зв 0. Въ обоихь случалхь тогда приведен интеграяы 

ЕЪ ПрооеМИцииь, понизивши на единицу абсолютных величины нова 
зачелей, кавъ надь д, такъ я надь 1—4. 
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Предолавииь теперь произведене 2” *(1 — 9)" 47 подъ ви- 
донь: "1 (1—9) 1 (1 — 4) 92, ини разностью: 

де", 

3 интеграль этого произведевы равноетью двухь ннтеграловъ; тогда: 

2—2 0—= 

эта)" ‘бет [ав ат" 0) а, 

или: 

(1—2) б== 

= ааа ие)" — 2) 1%... 

По этой формуль, выражая второй нитограть въ порвомь, когда 

т>> 0, и первый во зторожь, когда ® << 0, мы приведем ните- 

траль къ прост Шлему поннжешель ма, едикицу абсолютной величины 

показателя только надф 2, не пзывиля при этомъ показателя падъ 
1—4. Поставинь въ этой формул 1—1 на мВето 2, и потомъ 

перембиняь 2 на и, а я да 20; тогда получимь: 

ан 0= 

= тары ин в) [а -— ва... (8) 

Отеюда, выражая второй интеграль зъ первомъ, когда 4 > 0, и 
первый во второжь, когда << 0, ны праведемъ ихь въ проетЬйшимъ 

понижомемь показателей надъ 1—2, при четь поваветели надъ # 
остаотея безъ изнненя. 

Такимь обуозомь, при посредогвв формуль (1), (2) м (8), ны 
приведет инуеграль [271 — 2)“ 42 въ тавому, въ козоромь 9% и 
2 будуть завлючелься меяду — 1 и -+ 1. Выводя изъ формуль (1), 

{2) пли (3) тоть или кругой интеграль, мы де вотрытимь выражений 
новозможиых», потому что при этомъ дВлителями будуть чиела, от- 
личныя оть 0, а именно: 2%, или ®, или ж-н я, — чиеля дробиня. 



— 65 — 

Интегралы логариомическихь функций, 

ЗАВ, Лодрчеии — 2-0 $ знекъ Нелерова 
== зогарнема; Г знакь 

[ Тез == в Е Иа = -=0(С < погаривиа при обно- 
занён с Неперово 

овновазе 
=21—а1е+0=% я 0 ^ 

производныя. 
== — Рф ав [ты отаоситехь- } 

=) ар) да 

Ида 

== [ИР Рн... 5-1" А] 

== (104 

Ели Г цфлал фуюыйн и” олецени, то /”(1) поотоянное 
число, — И тогда: 

Иша 
= А-а... ("днс Аа. 

Прилиорьи 

&) [@аае-з [50-20 (—6005)--18012-—180]--0, 

Дау 4 —и-- Пазл --—Ве- 4]-+-С. 

а 343. [д бад" ара | @0у\. а 
в отпичаетол 

оть —1 поч 
т)" — ват бета, 

Пиа=— 1: ^ 

о С, 
+1 
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Вообще легко найдутол чиинеураль: 

Лоо а я бо, 
вели ри ф иблыя функция. 

э [ит . 

ааа а БНР За ва 9бх 
а у — 8 |) 88. —= 0. 

9 _ аа в) [9 2 1 пе ва лем о 

вуя ЗУ 

94 4 1 1 

84. | (в = | рт вт | 29 ут 

1 а 
Ш вит. = =: -= Е 

@— оо 

ели 92 ЦВлое положительное ЧИСЛО, то по этой формух интеграль 

И приводител пъ подобному же интегражу, но простёйшему, & 

именно оъ ноньшныь на единицу повазателень над» лотарнемонь; по- 
яд иктеграль пониженехь показателя также праведетол зъ про- 
стену, ит, д.; наконець приведешь его въ пихетралу: 

Г 
18? 

который соотавляеть особенную функдию, называвиую знинезралино- 
возариемичесною. 

Еъ такой фунвцш праводлтоя я литеграль 

5 да 

Чи 

веди постоянное число а отличается отъ — 1, %% ЦЬлое и долояаттель- 
08; дйетвительно, полагая: 9" == а, отпуда: (в-- Ра“ де-ав, 

‚ @—- Пе= а, заходаы 

ааа паг 42 = == (@-1) а. 
[7 
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ли же @= — 1, 10: 

а Е : 
Гея = Дья = — вое 6 

Эта формула тодитен валь при излыхъ, тазь п при дуобенхь 

значешяхь м, повлючая я = 1; & при ® = 1 будеты: 

22 = о 0. 

ре 42 
Е 345. Интеграль 

доложенемь {р — 2, откуда: Е — 4:, приводится къ 

Ло, 

и по этому найдется, когда Г функщя ращональная, или хотя бы и 

прращюнальная, но изъ категоми тФхъ, ипеегралы которыхь мы вышию 

приводили, 

Пиморы: 

а о ла Но -жви--о 
а ЕЖЕ УС  ГозиееыЕ= зы УЗО 

346. Боли Ра ф рещюнальныя фупвщи, и изъ нихь ф Дбла, 
0 интегрированень по чаотямь легко найдень слёдуюле зриие- 

зралы: 

| а) а, [® @«иоа», р ‚5 (2). С (' цблое ие) 
@-ка® \ чноло, ббльшее ды 

рить: 

а) Пейна 2)-@ Заз — 2) 

—#— Пейна + УТ т 0. 
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) [пем бя. [Цена 

позвал. Ве -- и 1 (+1 }- 8 ат. 

Нов), 
9 Ру р ®=—5 == 

5 порваны), Океаны ПС 
2 сет ее 

Интегралы показательныхь Функшй. 

Зам, [еб = 7-4 

| ета = = те 

[таить с 

пы ав = р а 

Преобуазуеть чнтеарале | [(а"^) де положенезь: д“? == д: 

а. 2 а бр == 48, =. 

ев а 
ели { выражает» рацтональныя дЪйствя, то ннтеграль этоть 

найдем. Въ вфкоторыхь частныхь случаяхь найдешь и при ирра- 
дЛюнальнозь 

Принт! 

=) Е. = —и (ев 1-8. «ато и [6 

[еже = —а— ев (92°) —0 

Е: $ 1 

Ген #— в“ Ее = де 0 
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9 р Це ия?-+-1)+ с 

| 1 С 
Ут 2 У-+1+1 

Въ принбрь с будеть удобные икчегрироваше, если положять: 

7+ 1-2, Въ прлиВрв е можно положить: У = Т =. 

348, Интегрировавень по частлуъ находишь: 

Ра 
Гео” о = [ат в) — ав 9 ав 

Гота, да 

ит. д. 

По этому воли [(2) цвлая фупетя #?" степени, то: 

ах д и 
ое) Я 

—— 2 (а) + (1 + 6. 
Примус: 

[#-- 927- 31—1)6 ах инков +0. 

“Вообще, вели { кфлая фунющя, то чтеураме [2 а @е 
выралаетея произведено: Ф(2) а”, въ которомь. ф цфявя функ- 
дя одинаковой степени съ [; по этому можно мокать его по епо- 

в0бу неопредфленныхь кооффищентовъ. Пояенимь на послёднежь 
прин р; 

Да-а За Пе ай еее "О 

(Вад? ЭВе-ну)е ^^ — 2 (ай вай + ен 5)е “= 

= (2 38—1е 

За (За— В) (28-2 а——За—1 



—2а== 1 &= — : 

За 9 | Вет 

28—21 = —$8 у= —1 

чел | а= 8 

| ОА 

349. Интегрирован1е по частлиъ даст: 

тат (ни 
аа а Года аы 
ау Ка- т) мг. 

Жени 2 цзлое и положительное чисно, бозьшее 1-цы, то по этой 

формухв приведен ммиероле Ее жь подобщому зе проотёй- 

ему, пониженежь на единицу показателя надъ 2 въ знаменатена 
подъинтегральной функдих. 

Постепеннымь поннженень показазеля мы приведеюь вто въ ин- 
хтегралу: 

= 92. 
=} 

& ЭТОТЪ ПОЛОЖОШФНЬ 477 = # ВФ нитегрально-логариожической функ- 
ци: 

@= рее 
° Интегральх триговометричеекихь Функций, 

850, ПростЕйшие интегралы: 

[овзае-авще-- 0, [эшебо == — ива-- О, 

[повар фе = 8. [@ [просо == — 9 в, 
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Н : 605 & 58 
оо не С, И ИАе НО, 

а = ва-0, у -юще--0, 

Е . 
Гоа ба ее = ше С, 

Год [еее дива С, 

Л : : гы Бх 
[совазрьа аа [эройзше = 0 О, 

45 
се ‚ 

аа = [Че == Ива С, 
` 205 2 

Е де а 2 

Гы Г а сов эт сов Из 6, 
а а 85°°°5 

2 2-1) 12 
“в _ Я) ак _ 5 
[== ы Ето 1+ 0 

(==) в? 

851. Интералы: [30° ба в Га" 4х. 

Гоов”ааи-=[о08" ‘а. аатазсов" знье--(и—1) [608" базунйаеаие 

= 008" Тдвшя = (и— 1) [03° * #40 — (и— 1) [605" 4%. 

®| 605" 2 4 == 608" шве (и — 1) [608° 2 дар. 

Зъ этой ‘формул два интеграла; ебли ® >> 0, то мы выразимь 
первый во зторомф, если 16 ® < 0, то второй въ первожь, и тавимь 

образомь получимь дв формулы для преобразован интегралов въ 
проогвйше пониженемь абсолютныхь величин показателей не двф 

единицы. 
ЗВыражал первый во втором», получимь: 

ПЕ ЕЕ [обоао = 99 ее .... 0 
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или ве выразить второй въ первоыъ, и замвнить нотомь ® — 2 
ва — м, 10 полущиы 

& эта в—26 4 
Гота Ш По в Г ов. . ... 8) 

Тавке нашли-бы и форшулы пля приведен нитеграловь: 

[зо аа п е кь простбЯщииь. Вирочемь, ныфл уже формулы 
(1) в (2), ны ножень повлвднн получить проше, а именно залие- 

Щель 2 на #5. 

О=ь будуть: 

. совпал в 
ата Не ВТ [д 22% ...... (3) 

| а бо 24 4. 
} Эри а @- Пзаяи ит ый‘... .. @ 

Подетавляя въ формулы (1), (2), (3) х (4) вибото я послдова- 
тельно числа, 3, 4,..., получи: 

пн 8. 
ооо ие За О 

42 зщ слет 
Гыз= ен) о 

В зы есоза 2 
и аа — 5058 -0 

& сви Пе 
Ге == — щие 53 ИЕЗ--О 

и созозша , Зеозизше › 80 [сова О 

де зав 8 ЕЕ ов РЕ зоо НЯ О==щЩЕ- о -Н О 

. ты д 8 [лкс@а __ 81 сы На 50 

а вова 2 о со д 
Га выше 30 а+-О == ща С, 
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Иниизраль пололсительныхе степеней посинуса иии синусв 

можно иекать тако, предваризельно разлагаи эти отелени на сумны 

первыхь етопеней косинусов или окнусовъ вралныхь дугЪ. 

"Принирь: 

[оон бо ==. [6084 -- 4 вов аи -ь З)@р = 

= вт а -+ 32| +0 

Гаага = [[ов4а — 4082 3] 4ё = 

= ев звши-- 34) +0 

[позе == у [ (608 55-5 00882 + 10031) ах = 

__ 11/5062 бя Зе . 
=15( 5 нев 4109) = С 

[пкодх 15| а 5% — 5 т За -+ 10 502) 92 = 

1 (о 52 р - 
= вв + 08) + 0. 

Интералы ночетныхь степеней косинуса или синуса, ножно 
искать также приведовенщь их въ интеграхожь дфлахь фуницй. Для 

интеграла отепени восинуса положниъ: 8114 ==, & для интеграла 
степени синуба: 603% —=2; тогда; 

ов таае == [а -— У ау 

Та а — — Да-а» 

Пбуиьры: 

обеаа = [1 у ау == [1 Зи --уду = 

— 28% 
= 3+; *0 

Зв х › зиба 
— [#4 = — РЗ 5 
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з В 
[аа = Га 2 аг 605% Ва ес. 

350, Интеграл: ау’ сов" а 9%. 

а ИН а ат Ш Е 205 24а — [008 я т 

Ша 2608 —1% фа 
ТЗ 2008" 119%... (1) 

врвый интограхь зыразинь въ посяфднежь, когда и < 0, в 
п _> 0, я каобороть: поелбдайй въ первозь, ногда ж > 0, & п < 0, 

Вь обонхь случаякь нитограль приведетея въ проетВЕтену почиже- 
ешь абоолюхныхь зеличинь покаватеней новь надъ синувомь, таль 
я наль косинусом, 

вИ-НЬ аз Вой а Гозии-ь и 990 
81'' 25605" 2 05 == [55 2 

__ мизер ть п а 5 2005"... (2) 

Изь этой формулы первый интеграль выразпыт во второжь, когда, 
т > 0, ап 0, п второй въ порвомь, когда т < 0, а®>> 0. 

Впрочемь достаточно изъ посяфдшлхь двухь фориуль только первый 
питограхь разоматривать выражениымь во второмь, и употреблять 
первую, когда ® < 0, вп >> 0, а вторую, когда 2 > 0, вв 0. 
Поставниь ка выдф знаки повозачелей, г. е. въ первой форшуяь на- 
пишем — 4 на мото 28, ® во второй — ® па мото ®; тогда он 
примуть видь: 

6057 2 со 18 в—1 [005 —25 нае 4.., (3) тт — Иа" мрт. у 

ое ` вое 0 — т ращ 2 а | 

508 5 т — 101 м—1. 6038 —2 д; т. 

Онз ие годятся: (3) при и = 1, а (4} при я ==1. 
Разложинь тоцерь въ (1) зщ” на нножители зп” и зе, 

Е второй зашфнимь разностью 1 — 605' 4; тогда получинь: 

Внии-Ниусови 31 о. з —_ я— 1 ет, и— __ [50 ты вт НЕЕ 603” шах 

—1 т п 
Е дв хал, 
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а отд 

И РИН 
[5 т аы Не [8 12805" ваш... (5) 

Изь (2), замбною 605”? д произведешемь 408" (1 — 51? 4), 
и нотомь разяоженаиь интеграла, налти-бы: 

пореода еое вт ди и [ Ча" бое аи... (6) 

Фор (6) можно было-бы получить изъ (5) зашбною & на 

#— 5, т винит *). 

Поставим». въ (6) я — 2 ка мою м; получинь: 

ЕН это" тт | сори [зы да) В” 9608" “9, 

= формулу (5) обратимь въ олвлующую: 

вЫ 0088 —1% (в 1) сова 
та (ити — 8) | Я” 22005” д 0 

— ео 5 ВЫ, ы ый р [ в" р608" 22 ах. 

Цо этой формул, при и > бил >> 0, ны праведемь интеграль 
ат” сов" ао кв просеАИтему, понижая ма дв едийнцы кавъ 
показатель Наль сикуомъ, чакъ ин надь косинуоомь. Въ ней: 
т--т> 8. ` 

Выводя изъ этой формулы второй интеграль въ первом, иы при- 
воли-бы второй иъ проифИшему, когда в < О ин < 0. Впрочень 

въ случа отрицательныхь показателей: надъ слкусомъ и вобинусонъ 
удобнве употребить олёдующее преобразоване: перепевемь отрица- 
чельные степени сляуса и кобинуев въ знаменатель похожительныхи 
стопенлии, затбмь заивнииь 1-ну сущною: с039%-- зд, и разяо- 
ЖииЪ интеграль на два: 

| 2 Гобочьашй а _ Е Е 
За д соз" а 510 22 6058 2 117 23003725 | ВУ 222 605 3” 

*) Формулы (5) м (8) приведуть къ формулам (1) и (3) № 351, если поло- 
жим въ (5) ® =0, я въ {6) п ==0.- 

и 5 
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Съ посялиныи двумл интеграладлы посзуиныь таже, пт. \. 
Форяулу (3) получимь, употребяля и етблующя преобразования: 

со5па 4% д. ба 1 я— 1 Гат 2 ДОН тата па 09° 4 нате 
203 —1 д #—1 [6057—2545 

Я— Пи п р—1 за 

Подобный же пивмь приведееъ и къ (4). 

Форнулу (2) п? 351 можем получить таз: 

| 4% р БУ 6052 ал | ВНР г 9х | 4% 
605® & 608" с03 2 сов 

зщ | = | 

ау а вт се 3 02а 

Ее в—3 @х 
Яро -Та ат ол" 

Тавае получитея и (4) 0’ 351. 

Если в четное 41640, то нитеграль [= положены: = 
503 

приводился къ питегралу цёлой фунещйи: 

ее [= 

Ипвтеграль Е ; Положенень фр т==1 таже призодитоя къ 

питегралу цёлой функдни: 

= [ау а». 

— [ааа Гат 
# ; 

Езли я--я четное число, то интеграль | то кто ПОоЖеНеиь 

49% — 2 праводитен къ интегралу рабовежьной дроби ов одиочяен- 

ныиь энаменагелень; 

2 
бить еж (т п== 21) 5057 

Если одинъ изъ показателей $ кли ® нечетное число, то ни- 
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теграль [аш 2 608° 242 легко приводртея въ интегралу пёлой 
фунетди: 

а вов ар = [#" (1 — 244 (в -= ща) 

аи роте аа = — Гира (е==еова). 

Пиз 
ели показалоль 2 иечетное число, то нитегралы | мы 8 р 

[ а 1, приводатоя въ пнчеграламь родуонааьныхь дробей съ одно- 
Эд 

членными знаменателя: 

И 
рые бе 

Примтьры: 

Вот а == — О, [в повода 0, 

Эр осове рб = аня не и 

Зое = — + С, [Веобова вх = О, 

ВЕ ва-- Ир, аа 

те еб -+-с 

ее ара О, [ар 
— 808* 

2 

о -- ИНО 

вре ыз-- О, Доб дз, 
авто, [ви О 

5* 



3 3 ; 6083 = 52 — Я — щи, О 

з 8 : зв а 
— 58 - уаз [6 

1 С [а с, 
Зе 5058 200% 

1 : Е РА б 
Ззы? 

би рии дыр 2183--0 

бани Ив (+) +0 

бо = Ворорь ив с 

вые Баив + ©; Гуцв и = — ии, 

Гош бо О, ие ео, 
5, 1 +5, роет 
60542 30035 008 в д 

ни. 0 

дееаЕ= аз И -+0 

Гаване = ша И8(5+-1)--0 

рен: = Нова 0 
811 2 6088 

42 
[узьиа 6 — ива -- 6 

ив Ива Ясь В з 

аз 1 вонз+ ИО В 26052 ^ 6082 ит 
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Г от, ва ев +0 
БЫ 22 6053 ая | 20058 

а 1 608 # 8 # 

[асов ня ана НИЕ 0. 

353. Интегралы: — [4е” оао и [в08” жа. 

Поларая, въ формулахъ (4) п (8) п’ 352, в==я, похучинь: 

обр Я обе 

[мова = — ое [ооо 

Къ этимь же формулань приведуть и слфдуюция преобразованя: 

[57а 94а = ее в) — [15 22а = 

= [1 овва — [в хаз— те — [5 аа 

ото я [во —2 2 (1 -= 00001) аз [соо ав = 

= — о" оа— ["пое 

совета — ре ад. 
вт. 

Примюрь: 

езеае —=82—#-0, Гота = вуза с, 

Гео рва О, [ощетар == 

Нее , 
= — 7-2 ша 0 

аб воно о 

сое а вания с 
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Е [ав = вече 

| т ]вша-н 0. 

354. Интегралы: ^ ва) ар и [148 (ав +5) а. 

8 
от, ве=а, (1+ дж =ае, 

Пед [А 
Если Г’ радюнальная фунвщя, то нытеграль приводичея #ъ ните- 

грелу ращюнальной дроби, 

Въ нёкоторыхь чаотныхь случалхь найдемь интеграль 5 при 
прращональномь {. 

Приморье 

[2:24 1 я-а -- ва — Ива 0 

2—1 (31 —_ ая с 

а, иг УГРА О. 
УЕ 

Интеграль [РИ (аз ах положевезь: 1 (ав +) ==2 при- 

Водитея въ ЕЙ (9): 
1+ =" 

355. Интегралы: 

ГЕзша, вовз) аа и [Е [9и(ае-- 5), 608 (аа -- В)] 4. 

Идя перваго; 

#5 =, (1 ет 24а 12 =, 4&=— 

2 5 . =, 
ВЯ == 2881 56085 == ЕТК 

1-5 



& 1Ш— 028 
зи 32 В 1 =? 

603 =5009°5 — ВИЗ = = я 

[Ио аа (а, 

Для втораго: 

ав 2 4 
ВР = тв 

: — = 
8 (#0 =т = ‚ в05(ае-- в) ; а 

2 1 & [Ивниар-- в), сов (ав -- аа Вы, =) а 

Если / выражаеть рапональныя дЪНотея, то интегралы приве- 
дены къ интеграламь фалйональныхь функций. 

Вь нАкоторыхь чаетныхь случалхь найдемь эти нитогралы и при 

ирращеональнойь {. 

Примпрь 

а) как" (1-15). 
+ 

ое др-ее- нов (8 1 у) 
Эля -- 05а 

й = 
У) 9 

Зи осовае Че 1 : в} ео =—1=5 Шен 5 КТ — вп) = 

8 . 
= 2 -- яр а) в 0. 

со? паг_ __ 12а оо БИ + аа -- ие 0, 

Въ приму (6) пря интегрирован выгодифе сдфлать положено: 
те, & въ Прешвр (9): ©%-=8, 
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а 2 
 ы с. 

8(1-- ие ы) 

356. — |чпадалбсат = [еее 

зе -б= заб» 
=5@=9 в +6 

ад 086-0 | {@-8) == ше — а 

ПЕ: ЕЕ, 
29-5) 3—8 

05 22602 оао, 

в а-ца_ виа а 
Зе-5 “авы = 0- 

$ отлично отЬ а п 015 — @; вла ие Б==а, то: 

9 ‚ —_® _ Мая 
ЗН а ва = — щоб 

. 6052 аа 
в 42:00 арх == — ‚т -н С 

а & 3112 ай 
[со 92+ + 0. 

Также найдемь: 

[зв (аа одзнифе + В) = ее 

зе [а Бона 
бек +0 

совр] [бр (@2 ©) воз (Фа 8) @= ея 

воза —Бажа—в 
— 2—5) 0 

[ повахе-- в) оз - Вуд = Ве Иена 5—5 

за [@-- бачив 
2@-—5 = 6, 
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$ отллчно отв @ и 075 — @; а при 6 =0: 

[за (ара зицао-- В ар ВЕ  НМирнн 

[т (ао) вов (ах-- В) 94 = вв бо баенокй кач) с. 

Гоов(аа--а) оз(ав--В) дз == эн + Зина) ран) в. 

Интеграль: |511” (ад -= а) зщ" (ааа)... 008" Фт-- В) 
605" а-- В)... .@%, РЪ БОТОрОтЬ 2%, 9)... В, .... 
цВлыя положительныя числа, приведотел зъ интеграламь первыхь 
сотеловей осннусовъ и коспнусовь зыраженй виде ух-+-8, — и поэтому 

найкется. 

Примтри: 

[босой Биде = 

1 260582 __ с0572 › в0590 _З608 2 , 6081827] - 
В в 085 з 7+3 т 8 ?] С. 

351. | Те) озахае | 7@®) а Зе 1 а тах 

— [Гоа ае ве 

Голоса = — [69° — ГО ивав + 

— т 608 ах т. 

Эти питограль лайдонь, если Ё цёлал фупеци; оны представлтся 

подъ видонъ; 

ГР озас ав — ф(® ява 9, ® 08 а2 + 0 

ГР) яп аз ве = Е) озах 5 & @зтае + 0, 

тдф $ в 8 дёлыя функ одинаковой съ [’ степени, в ф, и & цёлыя 
же функши одною етепекъю ниже, чёыъ |. Ихъ можно найти вакъ 
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посяфдовательныхь питетрированежь по чаолямь, тежь и по оповобу 
неопродвленныхь коэффащентовъ, 

-Не трудно кайти и сдвяуюдие интеграл: 

ГР®) ов (аз -- ада, [зв (аз - в) ах, 

ода" (ат дат" Цене). ..вов"фарчы Вузов" В ж-В,)...45, 

если Ро дфхая функщя, в 2, и, 9%.) №,.. г щёлыи положительныя 
числа. 

Примпры: 

[47 — за Пиза = м Туше 

—= (8% -— 3} 05-0 

[зе — Пен Е в 

в. За -- 9 

5) Геоиаав == [2008 45 + 4 08 3и-н 3) ах 

За 
= + 4+4 СПО 25 = 64а 5 5008 2%-- С 

: . 2 
[ооозааа == иле Пане + беоне Зови С. 

9 

[9] [7зрРасов Зал = | (Ззшд — зп 32) 08 2544 = 

ВЕ 5 32—45 — 11 50) 90 

= ре и 605 За -н Е 5% — иБша-- 

155 32 — пб бе + 0. 

358. | га = [ле ое -- 

Е сова, Ях 

1 



= 75 — 

, га 
[ара [Я ле св Ве 1 {= вл) 

{в отличается от 1-цы). 

Отеюда видимъ, что при я пёломь и положительнохь, превылиа- 
лень 1-цу, знизеимли: 

зи и 608% 
РС 

посявдовалольныеь вирова по чаетямъ приведулея къ сл}- 
дуюищинь прост Иитныь: 

а Е Рае, 

а эти поодфдню. предотавляють особенныя фунещи; изъ нихъ первую 

завывають зниюеральныме синусомь, а вторую — интефальныме 
зобинусоме. 

359, Интогрировавемь по частязь находииь: 

ы 603 Вох = 2 [оввад (а) 9 а оба -+- эр оваая 

О отв В [о озвеах; 
«м 

& отеюда: 

2 (хТанс0$ Ваз + В зо 82) а 
Сев [9 608 Ва 9 == 

=: 69 (разл в — В сов Вад [еврей = и +- 0. 

При а = 

Тез Веах — вия ао АА 
«2-8 

. а —_ 
[25 это о до — ево реза) Нора ы 158 0, 

Эти формулы можно получить, при поредотвв нипывхть выраже- 
в, слЬдующныь обуазомъ: 

ара КВ 
[ т —=0. 
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Отдфлимь съ той и другой стороны знака раденотва веществен- 

ную часть отъ иивмой: 

рт И. оон 
[ сзздоввяал 8 [ в“твибейа ране рыа в + а, 

- [ (ево ве Во0з ва) с] В 
ава 

Оравнивь тенерь вещественныхя части и затёиь коэффищенты 
при $, мы получизь исколыя формуле, 

Не трудно найти и сляуюное интегралы: 

[ара в [Г Раа, 

тдБ Р=ёзШ” ос зщ" а, 2.605” В 4605" 62..., в | пбльл функция, 

„Примьры: 

а) [проб [ 16 За — 160085 — миЗа-- Зоаава | 0 

Зуозай | с 
— 

[еее Зав 

- —& п 2—6 — [обо = [оо ро ое 14, 

360. Найдемь интеграль: 

ва д, 

ати вова 

не прибфгая къ общему пену, т, е. преобразованию этого нитогража, 

зъ интетрель рещональной функви положение: #9 о 2. Приве- 

демъ знаменатель подъинтегральной фуввши къ синуеу урла; ддя 
зтого найдемь сперва такой уголь Ф, котораго косннусв и синусь 
были бы пропорщональны и В: 

иво ве 
а В РЕЯ’ 

фа, Вт узи? Пуна 
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тогда: 

Газые-- 05 а, в а 

[аа бов Ув зш @&-= $) ? 

иди полагая: х-- ф= а, отнуда 44 = 4а: 

елена 1 ее 

ааа н ИР уе Е 

= ЕЕ | [в608ф--5тф-н-(6 08ф—@ 51 6) 08; #] 98 

1 : 1 В : 
укра) е-- уее0008Ф азтФуяше-- 0 

5% — . И У а@ фе 

ди 58 8—8: = ай 2-1 (“ 312-8608 2) (,. 

Диной выводе. Положамь: 

30207 | 605 0 м: 
Е ? азша-нВ сова 2 

тогда 

о И-- ВМ = [Чаи 

ас #— Ва : 
ое == Назия += 80085) - О. 

м— Е: С, 

4 -- 0} (© мл а -- В 008 С, 
ет омут 
ауте вова ней 

ее Казта-- Вооза) + С. 

Зная форну нитеграла, можно было-бы, положивши: 

ашан 00% 1, : 
аееронь ай = Ав ВЦазша + 80082) +0, 
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искать 4 и В по л0бобу неопредфленныхь кооффищениовь: 

д Ва В912) _ облет 
ато а-Вою — о5ша--в ее 

(Ах — ВВ) эша-н (48 — Во) 035 — азия +8008 

44 — Ва | | шьв ЕЕ: 
дв Ваь | Ре 

Интегралы круговыхъ Фупеди, 

361. Простйвле интегралы: 

Е: 
У 

[ловвые де пати метан УГО 

[66052 43 = и оови УТ яй + 0 

[сферах оо а Е — выше — +0 

[ тобою ар == това = Кай -- 1) 0 

Гаговорао @в = фатоваеа [ое 20500 — 

—«+У#—1)+00>0 

[поосововае да =: ротововоя + Цен УТ) С (@>0) 

у— 95 н Ио ВА __ 
362. [(атовтьй @%=(910312) в бабе == 

= а (мезша)" нп [иевща) УТ 

в (ато зна)" + и (лета) ИТ — 

— пи — 1) (мера) аа. 

(асс вов а)" дд == ож (ате вова)" (то сова)" УТ — 

—#("—1) [ (16008) аз. 
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Вообщя легко найдунся интегралы: [{ (воза) 2 я Гатовове) аа, 
евля { цвлал фунищя, 

Прими: 

Иа (вхо зна) — 6 (ато зи = мевше — 114% 

== [2 (ато в — В (мови а) — 1 Гагозшя = 9] 2 

— [6 @козляй — 10 мозте-— ТП] а 

Интегралы: 

у (атезш =) Х(ахс с05 &) (акс) 
Руеиве, | у, | ал 4%, 

(атс сои 2) (атс зев 2 ад его созес: :9 
эль 1) “ут ве, [Пен @% 

приводятся въ иптогралель рацюнальныхь функц при ралйональ- 

номъ |, и иногда могуть быть пайдены и въ случа ирращепальнаго {. 

Приирь: 

(иоына)е обаоетечьЕ о 5 1 
а) ТИ ее арена Рае чщий 

= фо яща-н 0 

(огее оР-> Ца И - , 
ь) [== Зо каче агоны] == 21 [706 (ароея) С 

9) | (ого рб Уи ре @ = 

= [28 ва) + 4 ива — 5] У отлва ЕР --0. 

363, Интеграль: _]/@) . вгофеас де ([ цфлвя функция). 

"Путь: ГИ) ве 90) 0, тады Гао = 4), 
[1 нова: вр -= [ зове- @@) = ободе а — |5 да. 

Цовлбдийй интограгь найдемь, такъ кавъ (2) иёлая фунвщя. 
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Примтрз: 

[ея + 38— Пива ах == о = Зв в оу + 

+ -- 1) 0. 

Интегралъ: (обед а. 

[7 агофия)! де == | лова а ыы ь 

эй-а 
+1 = (ао в Гы 2 4: 

Постоянное чибло @ произвольно. Его можно выбрать таль, что- 
быта ДВлилоеь на пло на ай -н Т. 

Для этого возьшемь а===1, когда, # нечетное, и а ==——1, когда, 

 четное, вообще стало т а=(—1**, Тогда, обозналая чает- 
ное отъ блоня ас аа 1 през ф (2), полузииь: 

[2 товаре на" ет азота — фики; 

а вавь пайен | () мож, мы знавыь. 

Вообще мы въ соотоянуи найти интетраяъ: 

Лоб, 
вели }(2) пфлая нечетнвя функдя, т. ®, функшя вида: 

+ В... + РА-+ 0 + Вх. 

Прилры: 

[збтова ар в (вне а) — то 0 

Не -+с. 

5) [5 (ав аа == = (ато #24) — 5—3 мова -- = 

—Нечрна 
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[2 етеау а == ре (тона ва я 

321—162 230 е 
= о Ни С, 

9 ] (5—7 в ах [ее ша а в } 

— не 
19 тео $ [ (59 19) асе 242 = 

— м 19 бай — 57 ба? 
(07612 ао а Та 

— Ир -- 1)- д, 

364. Интегралы: 

Ред мевтсйк, [Росно ат, Гале 4е [Ф (®)] да, 

Гошивеедее, [9 г "де Ед 

легко найлутел, если въ нихъ (7) и Ф® ражональныя фунацуа, 

и при томз { дёлая, а ® постоянное число, разнящееся отб 1-цы. 

Вь чавтинхь случаяхь найдень и при ирращеональныхь / или ф. 

Примпри: 

а) [9 ато4е (2-1) 98-2 г ав 42 (2-1) я 

— Ней и-2) + 0, 

[ {1—2 — мозше йе бе ато + 

МТ +0 

*) Ентограль произведения (53 — 72) 42 соть Вена, постоянное 
произвольное а выбираемъ такъ, чтобы хункщя 53 Май-на дБлилась на 
ло на 27-1, Кругими словами, чтобы # было вя корнет, т. 6. 5-14 й-на=0, 
откуда: а=— 19. Или: раздёнимт, 544 — 14а? - а на а? 1 и приравилень 
остатокъ нолю, откуда н найдемъ: а = --- 19, ы 

и 6 
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ас ро аав Туи 
9 [Гея ат ЗРЧаЕЕТ 

8 

ку ЦУЯ-т)— 

Чате 42 20 -- 0. 

з 

д [рух ан ое 
У 

аа =: ТИ + = 1) — 

—ративи а -- +0. 

$ Ул. а = а--уев У г — Ур+ 0, 

ОПРЕДЬЛЕННЫХ ИВТЕГРАЛЬ, 

365, Путь: ПГое=ь®-с. 

Интеграль этоть, пока въ нехь С’ произвольно, неопредфленный. 
Озъ удовлотворяеть одному условно: производнал его отпослхельно 2 
уавна Г(@, Подчивимь его еще другому условию: чтобы овъ при 

2, обращалея въ 0; тогда С’ приметь опредфленное значенуе, 
уловлетворяющее уравиентю: 

зв) +6=0, 

откуда: С = -—Ф(), п по этому патеграль выразятея разноетью: 
$) —<(2;). Тогль ето называють зиилефаломь оз предтьлаь 

2 
018 2, д0 № н обозначанигь тадуь: | зал. 

= а 

%). Гош=д®— 
= 

Стало быть: | 12) 42 есть такая функил, производная, по- 
2 а 

знорой то 2 равно, {(®), ч которая уничтожается при #=. 
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Прилюры‹ 

г 
—1, [| зааае=- р — 05%, 

° 

„ 

Частное значене интеграла | Р®) 4х, отвфчающее х=я,, 
2 о 

называють опредьленными инипеаломв, пли инитераломь 65 пре- 

и 
о 2. Обознаяають его чрезъ: Г [9% 4. 

Е о 

Гоше [Г 1 «| = [99—98] =. @)—о@). . - — о 2, а; 

Он не Завиейтъь 0т5 2, п потому производная ого во 2 равна 0; 
а завибнть оть свойства, подъиитегральной фупки м отъ предфловъ 
интеграла, Его можно получить изъ неопредфленнаго интеграла, лод- ^ 
ставаяя въ поедвднезть выбото 2 верха предфль, потом инжнЦЬ в 
вычитая второй результать подотановей изъ порвего. Иры этомь 
зожно не обращать вниманы на постоянное С, потому что оно при 
вычитания собращавтея. 

`Прилиры: 

Гар е-- О, Р-б 8+ 0—1) 1 
1 

[3 Раз =, — 8—1 7. 

Га | ы * 1,7 == 
& 



0,6981 В Геше—1=111888 4: 

х 
Е 9х =1, 
15 в о 6082 

= 
[овоща = УЯ—1 == 0,4142.,., 
В 

1 
4 
И 7 

=== 0,5235983 (прибавз.) 

—=1=1,280398:.., 

Гане Изв =1—1=0,570796 ... р 
Такъ век опредфленный нтеграль не завлеить отъ той пере- 

ифиной, которад отоить подь знакомь интеграла, +0 ны можемь эту 
перожвиную замфнить в другою буквою, ве изыфнял этимь интеграла: 

Г то-то = го = [поа. 
2 

Въ дртеграль | Ге)аз, хотя онъ и зависить оть 2, ыы мо- 
= о 



ень также подъ знакомь интеграла букву 2 зашВнить другою, вели 
тольво предфлы интеграла обтавинь безъ иззевненя: 

[| пов = [года = Г гов | гоа. 

2 
Но этому и интегралть ? (2) @з, осли замбнихь въ немь букву 

= С 
& подъ. знавомъ интогрела прухою, можежъ разематривать каж опре- 

даленный. Предетавивиих его апр. подъ видом | [(2)4е, мы мо- 
в!’ 
о 

д 
Жень сказать, что онъ есть значене интеграла, | Р@)ае при е=х, 

"= . о 
и проязводная ето ло 2, какъ величины, независящей отъ 2, равна 0. 

Неопрелёленный интеграль можно тавже прелотавить опредфлен- 
нымъ, 05 добавленезжть къ послёднему постоянной яронзвольной; дЪй- 
ОТВИТОЛЬНО: ТАакъ КаЕЪ: 

ов -=@®) + 0. 

[гоа -=ф-но. 

[Года = — о, 
то; 

обе = в) фо) -- О-о) = [Гоа + О-о. 

Сума О--ф(®,) величина постоянная, но произвольная; 0бо- 
значая ве чрезь С’, , вывешь: 

Ге = Г 2е)а-+- с.. 

Геометрически интераль Г {7 @) ах ковно разоматривель, 
э 
о 
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Банъ площадь, офаниченную кривою АМ, которой уравневе 
относительно урямоуюльныхь осей ОХ и ОТ есть у == [@, 
осыю ОХ и двумя ординатами АВ и ММ, из копорых пер- 
вая соствпииствуеть постоянной абоциссть т, , а вторая — пе- 
елнной т. 

ОВ = | 

ОМ =з | 

Хх ОВ,= а } 

ы 

[ (аа выражаеть площадь между пою же кривою, осью 
= о 

ОХ и двумя ординатами АВ и А, В, ‚ соотепииствующими о- 
стояннымв абециссаме 2%) и 2. 

366. Интеграль сумы и разности. Пуеть: 

Лоо, роено(, ПФ -- ре = *. 

Мы знаеяъ, что: 

ЛР -- рода» = /ф)аа-- Г ае-+-0, 
т.е: = +0; 
по этому: 

фа) == <) + 9) С 

Фе + (+0 
(2) — $(%) =+(@,) —9(@®)) + 2. @,) — 9 (9. 

Разности: $ (2) — $ (2), 9#)—Ф@), 9.) —Ф, %%) проя- 
отавляють опредёленные ивтетралы: 

+) Въ Функц © (2), 91 (@) и (2) включены и постолнныя произвольный, 
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Гго--вела», го, Ё ‘да; 
в 

слвловательно: 

[Г о--одег = подае-= К едаь, 

т, в, интераль суммы двуть фуннийй, взятый в предтлаха, ра- 
венз сумм интераловь этить функиёй въ лилишь оке предъьлахз. 

Также доважется, что; 

Рио —п ее = Ред ве — Ё ‘ое 
=, 

[ Ге--ре--и, (ола = [Леда — ло @-+ 

= [а 
и вообще дия волкого опредфиеняато числе слагавмыхь: иниосврсле 
суммы равень сумип, интеталовь в5 тлитз те предьлало. Подъ- 
интегральныя фунвьли предполагаются снлошными эъ предфлахь пя- 
тегрировазй, 

367, Интеграль произведены фуннцы на постоянное число. 

Пуиь [Рае =о (@®), [а @®) аз -=Е@) (в пвт.; 

отда: Е) =во(@®)- 0 

$) = ао) +0 

В) = ав 0, 

отвуда: $) — 6 (о) = @[Ф(@) — +]. 

55: я 

ли: Г апобе-а| Гада, 
`= к 

5 о 



$. 8. 65 предъьеаяь озятый имтеграаз произведеня фунищи на 

постоянное число ревень произведено постояниено числи на ин- 
зпофале функц вз пиьть ко предьлать. 

Оплпралеь на эту теорону, ыы можемь постоляный множитель, 
стоя вяЪ ипуограла, вкоснть подф знакъ пнчеграля, я наобороть. 

308, Занфнеще первнфнной подъ знакомъ опредфленнаго интеграла 

влечеть за собою чалтнеме предьловь изиперала. Новые предфлы 

найдутел изъ уразненя, связывоющато прелитою иереш8нную съ новою. 
Пуеть это уравнен!е (сохренаемь обозвазешя п? 321): ф@®) ==, 

ии: 2 = 6(2) (& функщя, обратвая ф); тогда, обозначал новые пре- 
дЬлы, соотвфтотвующя прежнинъ 2) п т,, чрезЪ 2, п 2, , пояучныь: 

2 2 . 
Гош тео аь (551) 

о 20 

Чо два послёдне интеграла одинаковы, вадно изъ сяфдуюзщело: 
ебли неопредфленный ннтеграль разсматреваемой функши, выразкен- 
ный въ 2, воть Е (2) -- О, то въ д опъ будет: ($ (2) + 0; вл5- 
довательно: ^ 

Роба Ре) - Родео) 

[пода = оф) 2. 
Приму: ° 

а) Полагая: зшун=а, откуда: 008705 == 02, имфемь: 

= я =. я п ив 
Г звено Га 2) аа (= : ). (5 5), 

В) Полатая: УГ: 8, пнвемь: 

У 
ав руд —_ [а 2 и) 

2—8. = = 0,19586... 
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Разность двухь зналени фупеши $(2), отВЧаюЩихь значе- 

НМ 2, 2, переивнной, т.е. разноеть ф (2. )-—ф (2%), изображають 

обыкловенно тавъ: [4 т ; по этому, вели неопредфленный нитв- 

траль } (=) @т воть ф(@) = С, 10: 

г К 

Го ет 

ГЫ Е 
Так и в приведениыхъ принбрахь разности (= — =) — 

я в) Е и ( ы 5) я ( т) ( 2) зожно было бы предота- 

влть короче чрезъ: (= —=) и (2). Далфе будень дер- 

жжальея чавого обозначеня. | 

379. Фориула интегрировашя по частянъ. 

Интеграль дифференщала произведеня лвухъ фувещй < (одну 

обозналинеь чрезъ 2), другую чрозъ 4), взятый въ предфлахь отъ 2, 
до, даетьз 

и. ы 
|. 209 = (#0. — 90. == 9; 

я о 

Но съ другой отороны: 

= = а 
Герд = [рва + вар = [аа Ре: з а, >, “, й 

сябдовательно: 

29 2 Е 

Г раа-к [ар == (99), =, =, Е 

отвуда: 

а ИР 
м = д“ | 94. 
5 Е 1, 

Такой видъ прининаезь. формула иниленироващя по частям 
65 примпнениь кз интефолу опредтлённолиу. 
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Примьры: 

) паза а 

‚ . 
= —9[ о-ее[ = 

| Гат 

= — 2+5 = 0,96894.... 

а ` в 
8) [ готова аа [поовав у = [Е ии 

—3= 0.285893... 

я д Е У ` 

Го] | айвоваае = | зи 2 (#2) — 2 [сэт ва, 
о о ® ° 

са и 

28а 08 # = (ооов =) — 
в о 

12 = 

—| (05 1х = коб, 
15 

Горов йе = Эви — бт == — 6,288185.... ь 

о [= 87 вау (уз) ай _ 

у 3} 3 1 ту? 

Е з 3 _ 

У 9 (УЕ — 1) 9-62 = 0,6963... 
= я 

3710. Интегралы: р 05° ах в р эт”: ве. 
В В 

Дадимь произведен 003"2@х видъ: 005” 11. за, и про- 

янтегрируемь его по частямь между предёлами 0 п = } получиь: 
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х = = 
в 608" 2% = Е 605” 1 зазн = [О #5 =) — 
° ° В 

= 
—=@— ор 507 2608" рае; 

о 

р 
в так пав: (она вт) = 0, я 1 — 60994; 

5 
то: 

ы 

Е 05" дах =е—0Г 005” "ра 6-ой 605" да, 

откуда: 
= 

[Ров’аар =" В 

Также нашли бы: 

[раи^ 
Обозначииь интеграл р 05" дах чрезь р; тот: 

о 

я 

__#— 2—1 
Ри = Не о Дааа орк Вид" 

Перемновал и совкращея, получинь: 

_ шв +1)... #1 
2 = итяья). ф-9ю Рик 

Различимь два случая: # четное число и-и нечетное. Подотавииь 
визото ю сначала 2%, пототь: ЗЕ -н 1 

Теперь нойдемь 2% и р; 

а 
И Р 20572 4% 



= Е 
в = п 305 2х = (вв з} 

И тавь 

Также наши бы: 

{мае е ах — 
-° 

= 
зиее и ар == 
В 

Подотавлия на мвото # поолфдовалельно числа: 1,2,3,. ..› по- 
зучниь: 

= = 
ео ; тт т Я сов да = | ВИ фу. = 
[о о м 

2 
3 3 == Е 60 2 = В 2а=5 

© ща 

ят. д. 

31, Прут: Гор -=ф() -- 0; тои 

[гово б—е®, ош —90) 
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& отеюда 

а й 

| Га» = — [| 69; 

отало-быть злинераль от перестановки со предтълов, сохраная 

абсолютную ввличину, аезмтьняеть только эн. 

$ 
$712. Интеграл | Р(@) ах нонно разлонить на два сяёдующиь а 

образомь: 

с $ 
|. гоао-= |, гбдвь- | гда, 

предполагая функцию { еплошною въ предёлахь каъдаго изъ этизъ 
интегралов. Для доказалельства представииь лосаАине два инте- 
трала разкоогямя: ф (6) — о (а) хх) —® (6); екланывая эти раз- 

ь 
ноети, получим: © ($) — $ (а), т. е. пнтеграль | Ё @) 42. Число в 

в и 
эожеть и не заключаться менду предфлажи @ п 6. 

Равломено это подтвердишь геометричесвя: начертимь вравую: 
у=1(@) пря осяхь прямоугольныхь; если орлиаты ЛАМ ММ 

8] ом № х 

п М”М" соотвтотвують абециосаиь: ОМ == а, ОМ=6 п О№-=е, 

ТО ВЪ 6луча: @ 36-6 пифемь: 

ь 

[| Кобз=ещиощ, МММ М” ия. МММ" М” п. МММ 

о ь . 
=| 7 а | 2%) 8х (чврт, 1); 



въ случаВ же: а Ве: 

в 
| 1 @) аз =. МММ МЕ пл. МИМ" М" — ил. МММ" = 
`а 

= Глове— [даа == || Годар [ Код а (вре ТБ. 

Алтобрическая сушиа, |, бен. Г Ра)ах предолавялоть арио- 
В 

метячесни въ первожь схуча сумиу, & во второмь — разность, 
Равенатривая опредёленный пнтеградь, кажъ площадь, мы чер- 

тлли кривую надъ осью ОХ, п по этому считали ординалы точевь ° 
вривой воб положительными. [оля же кривая пероефраеть оь ОХ, 

и стало-быть находнтея частно надь ОХ, а чаю подъ ОХ, то 

площади, находящеся подь овью ОХ, придется считать величинами 
отрицалельныхи. Тавъ, воли вуувая ДРОДУ", соотвфтетвующая функция 

#@), переббкаеть овь ОХ въ точнахь А и В, в вии площади: 

ММА, АОВ и ВЮ, понимал нхъ въ синод волячеетвь полови- 
$ 

тельныхь, выразинь чрозъ Р, Фи А, ю пнтеграль | 1 (а) ах, пред- 
р 

полагая ОМ =а, ОМ ==, предотавитея трехаленомь: Р— 9-= В. 

Зообще: считая площади я Наль, в поль осы ОХ возичинами 
положительными, ыы зюжежь сказать, тго если кривая на пути 2 отъ 

$ 
@ до 6 пероефкаоть ось ОХ невольно разъ, то интеграль г® Я 

равенъ разности между суымою площадей, находящихея надъ ОХ, и 

вушною площадей подъ ОХ. 

Отъ разложены интеграза на два легко перейти въ разложению 

его на три, четыре п вообще на важое угодно число интегралов: 
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| р ада = [дав [“редав-ь [годе .. 

Ян— 

. = [ов зах. 

@— @а— 

Чиола: и, в, аз, =.) @,_,, МОГУТ и не завлючелься между @ 
п Ь, лишь-бы функшя { сохраняла снхлошность межиу предвлами 
каждаго пзъ пнтеграловЪ. 

373. Опредфленный интеграль, разсматриваемый какъ предёльъ 
сунны. Пусть въ поедфднежь разложение чнела: @,, @,, @;,..., @,_, 
занлючаюзся нежду ан, и при ложь удовлотворяють, въ случай 
#3, неравенстваль: 

<<< а,<.... За. а, <, 

а иъ случа @>>6, неравонотвамь: 

аа >а>а>.... а, аа, >56. 

Разноеги: а, —@, @, —@,, @, —@,..:) а, —@ 
$ —в,_, которыя обозначинь чрозъ: Ая, Аа, Аа,,...., Аа, 

Аа, _,, можно раземалриваяь, вазъ приращения перемнной 2, пав. 
няющенся оть в доф, п принимающей при этомъь поелфдоватольно 

значеня: в.) а, а)... а, В. Эти приращейя — положитоль- 
ин, когда @ < Ъ, и отрицалельныя, когда @>>5. 

Разушби подъ (2), кавъ п прежде, такую сплошную фунецьо, 
производная которой есть #2), нифезь: 

“ Г м. | [1 (®) ах =х(а)—Ф(@ г да. 
а 

: . ;, ®@- Аа) — е(@) 
съ приблилевень а, въ а, отношене Те отреничея 

въ Ф'(@), пли, что вае равно, въ /(@); по этому, обозначая разность: 

9+ 4-9 9 а), 
воторая отрехитея къ О`зибетв съ Аа, чрез ©, получим: 



а - 
4% = Аа. Г, Кода Г@-н о] а 

По той ие причин: 

[те 4% = [ (а )-- о, | Аа, 

р а = [пад-но] в, 

[взора м 
ба 

ЕДВ воличеетва 6, ®,, ..) @,_, Тремимел вождое въ 0, первое 
вифоть оъ Да,, второе съ `Аа,, пт. д., наконец послёдиее виботв 

5 Аа. 

Свладывая эти равенетва, и обозначая при отозеь суммы: 

(а) да-- (<) а, (о) Аа... Ра) Ав, де 

«да-да, + о.Аа,-+...-Н0,_, Аа, _, 

а 

чрезъ Ук (я) Аа, и 5 „А@,› получныт: 

я 
| #® рав у д, Хол, 

Въ вывдой изъ послбднихь еумир 12 членов, Это число члоновъ 
увеличивается с5 приближенемь прярашенй Ав, Аа,, Аа,, ... въ’0. 

Прн этоиь вторая суниа стремится въ О, нотому что-ее можно 
разематривать заключающеювя между произведенлыи: в’(6—@) и 

6—2) *), дб одинъ изъ ножителон о’ и о” есть наибольшее изъ 

=) Оунил: ачьдар нда... .--дад_1 равна 6—а, величин постояниой, 
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ВОЛИЧОТВЬ: ®, ;, 6,, ..., 6). & Друо — налыенылео; а тавъ 
кажь камдое изъ кихь етрешитея из 0, то: 

пред. [о'6—в)]==0, прод. [@’6—0)] =0, 

и слвдовательно: 

®, Аа, == 0; 

10 этому: 

в 
И @% == пред. У, Ко) Аа, 

и 
Каждый члень сузиы У (ада, можно рвзометривать, важъ 

с 

злачене произведешя / (2) Ах; отало-быть поелёднему равенётву 

ШОЖНО Дать Вид: 

в 

{годае-= пик, ЖУК) м 

р 
Отсюда ВидиНь, 170 Чринераи5 [ г #@) 42 можно разсиатри- 

веть, ваз предьль, иооторому стрелиится сумма значен & подз- 

зиитералиной фупийи р (0) Че, три измънени 2 отз а д0 6 *). 

Продбль этоть ие зависить отъ закона, которому слёдують при- 
Вимаемыя д-ожь энелонел: 4, @, @з, „..› @,_.; ПРЕ ЭТОшь требуется 
чолько, чтобы ов возрастайень # калдая изь разностей а, —а, 
а— в, аб, ...0-@,_ ‚1. 6. каждов Ад, отренкямь въ 0; 
равности ети, подходя къ 0, могутв быть вакъ равными между с060ю, 
таль и не равны. 

Чтобы подтвердить выведенное геометричееки, лосгроии» кривую: 

у=1(@), и проводель ординаты: уз И:, У сз Уаз Ё ©), 60- 
отвфтетвуюлия абециесааь: @, @, @:,..., @,_., В, ТАКЬ 0: 

+) Пры этомъ йа принимается за лриращена х. 

п т 
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Ми -=Г®, 9: = Ра), ==), 9, Ра), 
ММ — (5); тогда: 

у 

[2 м 

| 

и: 
| 

в. 
| [(®) ав = площ. МИММ' == Аа ну, а, + ул +.... 
а 

(+ 9—.А@, ина, 

тд 2—0, (уг) Аа + 9, и— у) Аа, 0, (9—9, да,--.... 

(1—9) Аа, 

(иножитоли 0, 0, 9., „.., 9, завяючеотся каждый мевду Ок 1} 
Не трудно вадфть, что = етремится къ 0; в потому; 

ре Й в 

79 4 — пред. У з, Аа, == пред, У/® А. 
т т 

На чертежв ордиваты ъризой ростуть 65 возрасталежь хоть @ 

206, п кривая обращена выпувлоетью въ еторону положительныхь 

ординать; но тоже завлючен!е получили-бы в в олучав уменьшеня 
ордикать, вахь при выпуклости, тавъ и при вогнутости кривой. 

Для поясневн посяВлЕеЙ чеоремы ма частволь примрь, най- 
з 

демъ витеграль | <? ал, разонатривая ого, кавъ предъль сумиы 
1 

з 
УзА», при изывнени 2 между 1 и 8. Чтобы удобнве оптадывать 

т 
эжеленты 2?Ах, будемь ечитать приращеня 2 одинаковыми, та 
Что, обозначал каждое д чрезъ #, получимъ: 

31_2 
де=А =, Оуди ИВ =, 
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и тогдв: 

Е 
Уим= 12.5 + --® А -- (1-52) -- (1--З 8 -.., 

т 
С У 

= ий - 2 [1 -2+3-...+@— В - 

[2 + @—1}] 

р-еий пе —® 

=2--2(2—-- -М8-М; ; 
вибровательно: 

3 3 - 

валет. УлЯАа-аиред, | 24-2(2—1)-- 9] 38, | == прод, х 2 пред. | 2—- 7 з 

Для повфрки нейдежь еперва неопредфленный интеграль [9 4, 
и потом перейдемь отъ него къ опредвленному. 

27 Гл с, р ва —(5 = 
8 1 

Друюй примете: 

д 
[ & “4 == пред. У в ТА 
ы о 

—0 1“ 
АФ—# о -=н, овуды й =; 

| 
У да р-не Тане ре не 

о аа (1 — ь 
тей 
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т х 
ще примирз: найлемь интегралы: | 6059500 Е | ви ат. 

о 5 
= 
ох ДаЬ Ты: ий 

х 
Е 

У бо. АЕ] в08б + 60926 -ОРВЙ-Н. 08 (1) 
ы 

а 

У зада [0+ шей + вш?ай--5е 84 +=... +5 (я— 18] 
т 

ы 
з 

х ед Уяие ДЕЙ =. 
© т 

«а 

Члены, сумны: 008? -= 608° 9% -=- 009% 3 -= „о-в 08 (в — 1) 
равны членазиь сумжы: 352% > эр? + зе, -нзн(и-— 11, 
первый послфднону, второй оть начале — второму съ вода, д`т. д.; 

по этому: . 

Е 2 

х во =Ая— Узнва ле =, 
5 

слвдовательно: 

эн = 
“5. 
7 6082 27 42 == пред, у 008 #Ах Г пр = 



— 101 — 

ы х Е 
8 И а т 
Па 242 = пре. у 5ш: Ат. 

374. Вызедеь среднее ариеметическое изъ вобхъ значенйй оплош- 
ной функц { (2) при оплошномь измфнены 5 нежду предфлами ви Б. 

Рашен!е этого вопроса приводится кз ивтегрированио. Дйствительно: 
давал д послряовательно значеня @, @, ву, .... а, ЕВ, 
предполагая при отошь, чо приращены , т, в. разноети: @—@, 
—в, а— а... В—@,_:, ОДНаВОВЫ, мы дотко нойдемь 
среднюю ариешетическую межу соотвфтохвующини этимъ 2-алеь вна- 
ченяии фунвщуи; она будеть: 

Покреьеиклед-ы7, 
пн +1 

Хав--ла)ь--в-ь ,- его й--УО 
- эй - 

Пусть: 
. Ц 

я —6— а; тогда: № ааа, =...=—4, |. 

'Пря безтраничномь зозрилани и, й стрежитея въ 0; суши 
ов -- Га)... Ка.) № подходить къ инте- 

гралу [ (<) ат, произведено { (6) № вь 0, и сушиа ий--й, или 

$-—а-+- 1, в $ — а. Отеюда завлючавыь, что искомое средное 
арионотичеекое между вефии значешиями { (2), когда х изыБняетоя 
вилояьигь образошь 05 @ до В, будеть; 

1 те 4 

5 ° 

Обозначивь это среднее трезъ 2%, ныфемь: 

Ь 
| Ко в = 6. 
В 

Формула эта, равоматриваемая геометрически, повавызаеть, что 
м ‚ 

площадь И ММ№1" равно площади прямоугольника РР'”№М, у кото- 
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раго овловане воть МА == О№ — ОМ =Ь— а, в вывота и — 

у 
м 

р Е т: 

м т, 

в м & Род х 

вредняя арпометическая между вофип ординатеми иривой оть хоче 
М М. 

Примьи 

а) Среднял ариометпческая изъ вохЪ значенй фуницих я, при 
нзыфнени между 1 н 2, равна 10,5. 

5) Среднлл арнометичесная значенй функции 2°, пра изифнени 

2 неялу Она, равна 5. 

©) Средняя арпометическая значений функцих гу, при изифие- 

ви между 118, равна 7 Ра 

4) Для фуакци рее при изубнени х между Ок 1, равна 

1-- ъ или 1,785898... 

®) Дал функции обе ЭНРх, при ззифнелн 2 мевду Она, 
з равна. 

а 
875. Разенотримь интеграль Г { (@) аз, въ котороиь предфяы 

— 
по абсолютной величин одинаковы, но различаютея зкаками. Рызла- 
тал его на сумну днухъ въ предёлехь отъ-—@ до 0, в оть 0 доа: 

{гово [па Ргфдаь, 
преобуазуемь первый: обозначииь — 2 ярезь д; тогда: 4% = — 4, 
Е № Этому: 
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№ а = — [! ([—2 42 = [1 (242. 

Поставимь подь знежошь поелбиняго интеграла 2 на фото 2. 

Этишь, какъ намъ уже язвфотно, мы его ие пззфнниь; тогда: 

[гоае = "РС, 
п влБховалельно: 

+ фа = [+ @е-+| + (94, 

ИЛИ: 

гора лед пса 
Отсюда видинь, что воли { (2) четная фунещя, т. в. удовлесво- 

`рявть условно: { (—2) = [(@), то: 

Тпое--а[ где; 
воли в { (2) ночетная функшя, т. ®: удовлетворяеть условии 

{9 = — Г ®), т: 

[ Кор =0. 

Эти результаты легко получаются п изъ разематривая:я интеграла 

| 1@ д, вавъ предфяь суши УР А =. 
Е = 

Примирь 

51 ЧЕ 
@& пе т Зе 8 —_ 

Таже | экят [авео 4 = 
—8 

— 2 Выше вов ва [Ра ва в = 
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ая-т 
=0, Тобеьо, | ее 0. Та 

Ели { (2) ни четная, ни нечехнах функция, то, разбивая 66 на. 

дв: ф (2) я Е (2), изъ которыхь первая — четная, а вторая — не- 
чезназ, получияъ; 

+а а = 
{гфав = [ фае-- [| ваз; 
а > —в 

& ТАКЪ ВАБЪ: 

Гео ‘оба, Го, 
то: 

за 
Г На =2 Г.@ ах. 

биты: 

ча 
они ее 
= 

. , 
=2[ ии =8 

1 
т 14-203 #2 айзне2ь ] [Е я 

4=2 я НЕТ 5 
— 

р 
376. Если на протяненм 2 отъ & до 5 фунищя { () сохраняеть 

йа 
з18 2-на? Ув вт Веной лей 

зи дат Реми ае 8% , 
вия 

$ 
знакъ, то интеграль | { @) 4% инбетъ тотъ же знакъ, когда >>, и 

противоположный, когда $ <а. Лолагал: $'’() =={ (а), ныфешь: 

5 

[тва = $6)—+(@). 
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Пре/@®) >> 0, нли, что вое равно, при: ф’(#)>>0, фунвщи $ (©) 
увеличиваемя съ возрастанень ю, и уменьшается съ уненьшениень 27 
ог: 

$6) — 94) > 0, шиза, 

$0) —90@<0, ия 6 а; 

пиг/ 9 < 0, > уиельшоетья въ позраотовйень 2,— п тогда ша 
обороть: 

$0) —+@<0, в ба, 

$0—+@>0, им < а 

И тазь ввятый интеграль имфеть знавъ, одинаковый еъ (2), 

когда >а, п противоположный, когда $ в. 

Въ справедливости этой теоремы можемь удостовёриться еше, 
Ы 

`разенииеривая интограль, казь предёть сумиы У о) Ах. ЛВЯ- 
Га 

отвительно: вели > а, то Ах >> 0, и тогда, при} (2) > 0, вов эле- 
5 

Менты ооо У, Ре Ах будуть положительными; по этому сама, сума 
а 

и предёль ел — таже положичельные; въ случа ще{ (2) < 0, вае- 
менты сушиы отрицательные, по этому сумма и ея предфаь также 
отрацательные. Вели же $ < а, то 420, и тогда пояучиыь обрат- 

нНыЫл заключении, 

37171. Если при всяком `значенм 2; менду предфлаии @ и 5 инфеиъ: 

Ё ) > Е @), то интеграль Г {(®) @сболье интеграла р Е ©) де при 

$ > а, и наюбороть: первый “интеграль ненфе втораго приь < а. Рав- 
`ембтривая разноеть этахъ интеграловъ, видимь, что: 

в в В. 

[ Иде — ] Аве 7 ®—#@)]@2>0, изв > 

< 0, вн фа, 

потому что, по условно, равноеть { (2)—/' (2) сохранять знань =; & 

УЭтоюда вытекаоть приведенная теорема. 
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378. Приибниюь эту теорему въ выводу формулы Валлиса, выра- 
дающей отношен!е овружноеги къ маметру въ вниь Овзконечнаго 

произведошя. При велкомъ значении, взлуомь между О н =, лыфеи; 

эп. би 

слЪдовахельно: 

В = . 
Р ве" > в эт" а > [Раши 24%, 
о С о 

ИЛИ: 

4-0 => 2.4.6.8... 2 
5.5.7 Б.. @в-\? 

(2и—2) (31—23) 25.2% 

- ая) вии) ет) 

р) 2.0,.4.4,6.6.3.8...(2и-2) (2—9) 25 
<%.153.5.5110.. (2—3) 1—1 

ли: 
_ эочёбвв жа 2 
>? т. 3555 `Т в Е 

® 22446 6 2 2 28. 
О 

8 отоюдл: 

2246 
=2. т 55.55. 

зо. 28 2%е +) 
т ‘55 25—11’ быт 

{© зазиеить отъ я и заключаетея между О и 1). 

Увеличивая % безгранично, и замбчая при этомь, что прехвяь 
2.0 
2в=т= 1, НАХОДИИЬ: 

*) ФормузЪ этой можно дать п такой вниз: 

2.2,4.4.6.6.:..@и2) (@и—2).2и.2и 

(= 
оч <! 

изи 



224 @& 6 6 2—9 

= — пе. [2-13 3557“ |} 
ИЛИ: 

д=2.2 2 4,4, 6 6.8 8..... 

13355779 

Неравенства (@) дають для п граянцы, довольно медлевно облн- 
жающяся: 

22 зай 
>2.т.з >21. 3.5 

2 226 

<?.т, <2.т. 5-3) пт 

379. Если на протяженм д оть @ до $ фу ф (2) вокранясть 

знанъ, то интеграль р {(@) 3 (@) ах ноние представить произведененъ 

интеграла Г $ (2) 4х на среднее значене фуннии }(%) при изибиени 
а 

дмендуа я 5. 

Путь М во налбольнее и наименьшее значеня функции (2) на 

пути х невду олб. Ивтеграль МХ 7) $(@) #2 заключается между про- 

изведеюями: 

а | т [фах 

Дйоствизтельно: 

8 ь р 

м] 90 —[ го =[ [и-гофее 0 

5 ь . 
[| тв ф дав — т фа = [ЦИ — эф ода, (2) 

Разности: Л/ — (1) и{ (#2) — т положительныя, & функщя ф (2), 
ло условно, сохраняеть знеажь; елфдовательно разности (1) и (2) 
однозначны; по этому: если равноети (1) п (2) положительныя, то: 

ь г 5 

м] 90 е> [ 10$0&> т [$4 



— 108 — 

вели же онз отрицалельныя, го: й 

ь ь ь 
м ое < [79% 4 <® | 44. 

Отсюда находим: 

пФ ови == (Шт) Ува 

дв мномитель (Ми) воть одно изъ знамени { (2), завлючающевся 
хенлу Мих, т. е. значение {(2), соотв тетвующее одному изъ сред- 

нихь значениемежду предфлами он ©. Вела послфрное среднее зна- 
чен1ех обозначить чрезф аа, то: 

(м, т) == (2) = [в 0 6—4} (>) 

в) [| пофедв» 1 | фе 

Форхула эта показываеть, что, оставляя подз знаком иите- 
ара функито возраняющую зназ, лы моемь друцпо вынести 

35 1095 знака интерала средниме ея знамешеме (отвучалоиуииь 

среднему х между ид). 
Поставинъ въ (3) на ыфото $ (2) единицу; этимь зы не нарушить 

условйл сохраненя знака ф (2); тогда получныь: 

5 ь 

(4) беге) ар). 

Сравядвая этоть результать въ посдфинею формулою и 374, 

видииь, что {(л:) есть среднее арпомотяческое между вефии знае- 

яни (2) при изивнони готь @ до. Но само собою разушфетсл, что 
это заваючене отноеитея только въ (4), & въ (3) { (#,) веть среднее, 
но. не среднее арнеметическов. 

Форнулы Тайлора и Маклорена. 

880. Предполатал функции Хи { сплошными на пути перемнной 
отъхдох -= й, нивежь: 
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Ив) — Г® = Ро а: 

Зведемь подъ знакомь интеграл выфото г новую перемённую #, 
связь хоторой еъ 2 путь будеть: 

а=з-й— отыды д2=—08 

тогда: 

Го = ГР да = | о-ьь )& 

Ре) -= + | " (дя. 

Интегрируя по чабтяуь “(@-нй— 4 въ предфлахь 0 ий, 

предполагая з/{’оплошною фунедею, получизиь: 

[гочкь данные - йе Ре-—94 

по этому: 

Ра =Г@--ьР®- [ Рей. 

Опять интегреруемь по чаетяиь, счнтая и” сплолною: 

[ее ра [ге да = 

_ Мы а . =“ ®-— [55 Ре-л— а; 

тогда: 

Геи = --го-ьРю-+| т, Г" е--—9 а. 

Продолжая тавныв образонь. далье, предполагая и функци /®, 

19, ..., Г, И" бплонныиы, получим: 
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№ В"... @) Гео-+й=ю-® т 

о ое 9 В, 

тд В= ри Ри 68. 

Это — формула Тимора. Обтаточный чиенъ въ ней внрежень 
пятотралоо. Чтобы получить его въ той форыЪ, въ какой онъ при- 
ведень быль въ 0” 128, разложныь функцию #* на два инолиителя: 

РЕКЕ, саллая В не мене 1 п но болве +: |, а лодънлте- 
тральную фуньдно предекавииь произведентемеь: 

ча 
12.1 и), 

Въ этолъ произведениг её множителя — онлошныя функцут. 

Овтавляя:" * подъ знакомь питегрела, накъ фулкцио, сохраняю- 
. нЕ 

дуознолть при ивиненйт воть О дой, п ывося И” (ей) 

ореднимь зпачешеуь, позучняь: 

виа 
1.2.5. 

В= ед, в) Гия (=) 

о <1 

пра дач Е 
Е "(а 6,1). 

Веди обозначить 1 — 9, чрезъ 0, 10: 0, = 1 — 0; тотда: 

Ве (ОН дева 0>0 
К (2-00) <+ 

Формулу Маклорена (съ остаточнымь членомъ) получить изъ 
(@), полагая #==0, и замвняя потомь # буквою 5. 

Род = Она О-о) +... 

= 

"О-В, 

[ош А 



— ИЕ - 

Формулы квадратуръ, 

ЗВ1. Опредбленный ‘пнусгразь вычислястея легко, когда извф- 
стен неопредфленный. Жоли (1(2) 4х ==$(@®)-- 0, о: 

$ 

[Го —90. 

ели фуньйя о (д) поязвВотиа, то для оымисленя инитезрала 
ь 
| [(®) ал, въ котором пусль >> @, возьмень. нежду аи промежутот- 
а 

ВЫЙ ЧИОЛЬ: (4, @., @уз..› @, ая @, с» ТАН чтобы рядъ: 

<, Ч, @ь, @;,...) @ ь а--2?` ©, т? 

представляль ариолетичесную прогресспо, т. е. чтобы разноети 

а, —@, а — в, @)—в., а, — а, а, 

были одилаковы, и разобъемь литеграль. но ® интеграловъ въ предф- 
ЛОХЪ ОТЪ @ О @,, ОТЪ @, ДО а, НТ К.: 

[ о ВИ 4 [т 4+ Г ое... 

.. — ак Родал, 

Обозначая разность 2,—@ ЧрезЪ ш, инфешьт 

[‘гоал-ае) 9 очно —90 
” г 2 3 э^ 

оф (159 @ + од?" @ тоя ® 
в о 

| таз 0—0 о 

а так ван: ф’ (2) = Г), “=,” =, т: 
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[гово Го--рьГ Го рад" ® + 

[9 а (а+-9—1 4 

Фурикди РР", Е" п Г предполатаютол зпломинии на луотджюнт 
пережёиной от а до 6, а стазо-быть и отъ а до а. 

Разлатая подобнымь ле. образонь разности: { (а) — Г(а) ин 
Ё@®) —Г(@), п во идя при этомь въ разлонетлжь далфе четвертой 
производной отъ {, получниь: 

(2) Ра) — Го = о РГ Ра = 

- р те ао). 

в  Го-ГожоГо- во 

Е Г 5 (@-+0—4 4. 

Помиожимь (2) на Ао, (3) на Вы? (А п В числа произвольныя), 
п произведевя сложить еъ (1); получииь: 

Гу (@ в до [{(а.) — Ра] -= Во [Г (а) —Р (@] = 

== [(а) = 5? (@) уни) (Е д + В) = 
1.2.8 

д 1 А 

рЫй @ (рава 28+ д) 8, 

Дов Во В ая 5+ бань 9 &. 

Произвольныя чнеле А н В подчинниъ уловы: 

: 1 . 
18+4=0, газ а--В 0; 

. : 1 1 д зв ходы Аба, Вы, газа тва =0, 
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и сльровалельно: 

[уве уг, 
в . реа 

сы 2" (нор. в= | ° 
Фунвщя {9 (а-но-—#) па протяжени $ оть 0 до в слошная по 

усломю; функщя #— ВоР-но?й, кавъ пфлел, также сплошная, и 
при томъ сохраняющая зЕаЕЪ -+.,. Какъ полный 5вадралть разности 

й — 6$; по этому: 

ВЕ оно 00) "Зыкова = , 
— 1 о ® 8>0 == 35° (а++®—96} | 

19 (а--о— 090) воть зпачеше (0) для 2 бредняго вежду аи а,; 

предотавимь это значене чрезъ {“® (@-2,); тогда: 

В Поза). 
И такь: 

[поно И пе) ГР] -+ 

—- 169 Гоа.) 

Гпоаео и поры) Гол 

недо) 
Д“гобеныо ПОНИ па) — Ра) + 
яз 

“, 

по" (ал) 
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и ИИ оО Ра, + 
— р и {8 (5). 

Складывел, получикь: 

Ь 

Е Радве == 0 [о = а) Га) --...-- Ре, = — 

Бо», 

о (аа, То.) ч-19ага +. Ра, 8) |. ТВ “= 

Овтигочному члену у можно Дать видъь: 

Пао Вт ль, 

По би+. лебДЬЙ 
® 

а тавъ какъ отвошене 

вредное арпометичееное между /“® (2-а.), Г“ (а,-в,), ... Г (а, 5), 
то его монно разематрявать вавь значение {% (2) хля одноН изъ еред- 
иТХЬ ВеличинЬ $ между а п 6, п потому: 

= = ва) (5). 

И зы: 

[| пода о [ДВ ад Гар па, д — 
5 Гого] +6929 65, 

$—п 
тд: о-=-—о, аезач-ь, а-а--80, иуза-+-Зы,.... 

Воть одна изъ фориуль квадратурь, формуль, служащихь дял 

вызвелоня опредёлениыхь интограловъ. 0ъ помощно ол ножио вычи- 

вить интеграль съ какою угодно степенью приближеня. Въ позлёд- 

немь член этой формулы остается неизввотньюеь множитель /® (23); 

но дла вечтаоленя интеграла намв этоть членъ и не нужегь. Мы бу- 
Демъ пользоваться ижь для того только, чтобы судить о степени при- 
ближешя сукиы: 
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о [9 го) ан не, 0 [О -Ра] 
8 

%Б ибъинной величина интеграла [ Гоа. Если Месть наиболь- 
а 

шея дэъ абеолютныхь величинъ {® (2) яв протяжени 2 отъ @ дов, 
(ли превышающая каждую изъ этихь абъолютныхь величинъ), то 

д 
разница, между послвхнею сумною и интогреломь мене 50—99 м. 

ФРьшныь вопроев: каково должно быть ©, чтобы лоолёдиля сие 

выражала интеграль съ погрёшиостью, шеньшею данной величины в. 
Для отого возьмешь &, удовлетворяющихь неразенетву: 

6—9 и<., 
откуда: 

* 4 

о<Ураи «>69 ух. 

Нел-бы ны, при разложещяхь по формулв Тайлора, пошли да- 

ле четвертой производной {, то получили-бы боле сложную формулу 
квадратуръ, съ большинь числомь лленовъ. 

Выводь общей формулы кеадроинуюь, относительно которой 
приведеняая здфеь предотаваяеть частвый случай, см. въ прибавле- 

НЯХЬ. 
С зеометрической точти зртышя, произведение: 

в [9 ад Кад-- Га, ) >] 

предотавиявть сумму злощурдей триецй между ординатани уз Ж у, 

ра _ га 

| | эх 

пу, УЕ, ,.., 9, 8 У,; а Эт Ординаты отВфчаютЬ аб 
= 
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СЦиСоамь: 0, а, @,,....@, | ИВ, ТАБ ЧО: У (а), Ра); 

35=ЕР(@.), „У, = а), 9, =). И дБетвятольно: сума, 
ялощедей этихъ трапеций 

и, ое о - ре он. ма ь 

= (и = и- из, 5), 

382. Пусть 7, дополняеть суниу площадей трапеций до площади 
ириволанейвой фигуры 2/ЛУМ№ М”, нии, что 360 равно, до патеграла 

Г Ге)ас; тогды 

[паук 

Принимая ® (= ии. и =) 38 площадь 
ММУ’ М”, ны дьлаемь ошибву и. Чтобы вудить о степени этой 
ошибви, проведемь промежуточный ординаты въ равномъ удален 
оть прежинхь; 

7 
| 
| 

в 

заВиь чрез верхи! возцы прежнихь ординать проведемь каратель- 
ныя къ вривой до вогрёчи съ продолженяни новыхь. Тажимь обра- 

зомъ поотроятея новыя трапещи, которыя, примфнялеь въ вашему 
чертешу, назовешь виЗшними, и воторыкь очетомь будеть я + 1 
(одной боле противъ числа, внугрениихь чрелецй). Обозначинь вух- 
му площадей вешнихь трапеций чрезз 5’, внутреннихь 5; & дликы 
прямыхь КЁ и КГ, чрезЪ ри 4; тогда: 
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ыу) ® 
5 = и. а-едло--до--.. У о, 

5 = о --дониои ни _ ‚5-0, 

, —_ (24 зи о 
9—8=( р 8 =. 

Изь чертоли, влдлить, что: бб, 98 — РО, =; 

по этому: 

8'—8-—(0@— ОФ @Н-=0бр. РЕ, 

т.е. разноеть между сужмою площадей зеФинихь тралеши и сумиол 
площадей внутренних равна площади прямоугольника СООДЕЯ. А такъ 

хакь площадь разсматриваемой криволинейной фигуры заключается 

ожду этими сушможи, то позльиносяь 7, мене площади СТЕЕ. | 

383. Изъь форшулы ведралурь, приведенной въ п? 381, выве- 

дешь другую. Выбото приращения ©, которое равно в, возБиемъь 

вдвоб меньшее, п обозначимь его чрезъ 2. Рядь чновль, совтавяят- 
эжихь ариометическую прогревойо съ разностью №, налиноя оть @ к 
кончая $, будоть: 

а, а, о, 4, 4... бо бы, би, ь, 

(если обозначить @ -= #, д -+ 8%, а-=- 51,...., а-+- (и — З}1, 
‚ в-+ (в —1)# 0685 &,; и, а@.,..., а ). Формуха квад= 
ратууь приметь видь: 

и—1 

$ [подвалы од ее а, уч, 
Г ®-Г®] +5691), 

ТВ 2, средвял величина между он в. 

Поннотииь 068 части‘яа 2, и ла ибото 2 подетавямь ̂ о ; полу- 

ЧяНЪ: 

21 еда о [еда еее, _у-чКа, И 

[ГОР] 256-919. 
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5 
Вычитая отсюда интеграль, | Е (@) ао, ралкый, по м’ 31, сумий: 

а 

о ога. а, д 

Г —Р@|-- 56 — 7), 
тд 2, среднее между @ п 6, находим: 

Фо [ловко Кодчетед-н че, 

= Го—Г@] 50-91896) — 96. 

Это— другая формула кеадратиурз. Мы ве выведожь потомь не- 
зависпио отъ первой, я остаточный членъ предетавимь въ другой, 
боле простой формв: 

384, Формула Сиипоова. Выключимь пьъ (1) и (2) пе 338 1аз- 
ноеть (5) —[Ё(@). Для этого помножимь (2) на 2 и полученное 
произведенте сложив съ (1); получи: 

Зоб деды ич- та, у 

ча [ода] 0-9 9-9) 

а отоюда, занёняя = трезь 2й и дВля 06% части ча 8: 

ы ъ [Пдае под -- о - ЭГ Кади Ла, )] 

на --е-- Во б-ад 
тив: В, &=а-й, а=а- 28, и=а--8,...., 

#1 =8 + (9% — 2), а, в- (и — ПВ. 

Вели Л соть наябольшая изъ абеолоютныхь величинь /“9 (7) на 
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пути 2 оть @ до Б, или превышеющея каждую из этих абсолют 
лыхЪ величинъ, 10 *абодютиал величина, разности 47% (2. (2) 
мене 5 М; по этому оогаточий члень въ послвиней формулв по 

абеолютной величинв менфе ка (о — а) М. 

Разбивлрнвая значения функщи, кажь ординаты точевъ вривой, 
пришемь обозначеня: 

Го=у, Г9-— и, Ко) =, Ко) == у» Ред, ..., 

2 Ре) =, ГОУ; 
тогда 

ь в 

[Ребе -= В [зы зы 6 Збачеиз- о, + 
(енд обтаточ- 

4щ-и-... 9 | =” (=: эленъ, ). 

Прюизведене й я Я ве и 
5 

Аи... и] выражасть ннтеграль | Г@ аз, 
а 

или площадь фигуры ММММ”, тёыъ оБ большею точностью, чм 

менфе №, или, стедо-бить, чить боле 2и. 

у 

ОГ 2 

Вычнелене площади по формул: 

плот. увы. 9, — 

и] (2) 
особенно удобно, когда кривая задана графически. Прочитаемь эту 
формулу такъ: имощадь МММ М’ равна, произведению трети, раз- 
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стоящя между сосъдними ординатини на сумму прейниите офди- 

нате, влоэюенную сз удеоенною суммою средниав ординат 65 

чепноьии указателями и 65 Учетверенною сужмою ординат 65 

нечетиими указателялиь, 

Формулу Симпеона легко вывести элементерныеь путемъ, ло 698ъ 
ооталочвато члена. Разснатривая часть пзощеди между ординатами 
9% и у, чиль МАРС, раздфлиль линто МР на три равныя части: 
МГ, ГЛ н Г/Л н чрезь точки дВлоНя проведенть ординаты АК и 

Г/В”, тогда, приницая дишн МК, КК’ н К’С ва праныл, прибля- 
зительно получимь: у 

паощ. МЖД СНЕ. ур ИЕ В КГ) 
“Ти ЕРеКТ Ги площ. СЕКТ, = Е 3, 

площ, ГУК” ВА, рН В Ку; 

стало быть: 

площ. ММОС-== а 9-ю»). 

Тавже найдемь и площади между ординатаыи узи, 9% Я 9, 
2; Ув; 088 приблизительно будуть: 

Е. й 
ЗЕ -НУ, З-АННИ, оо Вы а-И ч-уш). 

Съладывая, получииь: 

площ. ММ№М' = [№ Ну-ну, 

ыы 4 (и = -_... „|. 

385. Выведешь теперь вторую формулу квадратуръ независимо 
оть первой. Употребляя прежая обозначеня, имбем: 

геев) оф = -6—В 
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и Феи Ри" = 

— 
й р в , 

та) = 12539°@+1—94 

ое =) — (о) №’) — де") + 

—й м в . 
этана 9 — [ та @—й— 198 

(0 Гаев) "(д - [ зав —9— 
В 
а , 

леев — да иго -- Рад 

ы —^ а [ва е-ь ое [руде —№—04 

Ро Рени =Ро-- о-в 

анны 

ГОР =Ро— оны + 

м м = е-ь— да, 

® го-гонито-- Г бе-ь—оа-= 

Иснлючниь [ (а) изъ (1) и (2); для этого помножимь (2) на 
в: и произведено вычтень изъ (1); получиыь: 18 
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[‘ида О 

—_ Т = а а 

отвуда: 

Додано едой оба 
—й оля 
ие -и-9. 

Приведемь два послфдно интеграла .вт интеграламъ въ одина- 
ковыхь предёлахь, п потонь воединниь ихъ въ одинъ ивтегралъ. 
Для этого положить въ первомь: $ == йа, & во второмь: # = -- #2; 
тогда: 

Г ме РА (а--л— = ы [ (и) ав — 12) 48 

и 1 ба [о —ЦЬ-ыа 
В 

—^ од ов? [. м е--й — 04 [= (и В — 8) 

воен) = А(и—Л--ы 46. 

Функщя {2 (2) предполагается сплошиюю на протяжения # отъ 
@ до 6, стало-быть и [® (а 12) п (а В--12) сплошиыя 
ОТЬ 2==0 до 2 =1; функщя же ^— 92%, которую можно предета- 
вить пронзведещень (22— 2)2?, сплошная п при томь вохраняющел 
знань —; по этому: 

иена — м) Рива = 
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[ое --ь— 9-9 и 1-00] "8 @&= р 
ы | 

т а, — 8) +9 @- ы Г а — 
180 ° 

2—5 тг (в-в) 

(' 2 1); 29 (в-а,} ость значено (2) для средняго д иодду а я ви. 

И такь: 

[гобоое-- я) —Г@] иго 0) 

[Кода = ото [Ред Ге] — га) 
а 

|“ доаин орд [д Род — реа.) 

Гл (2) до ое) [^ ®— | Ре “а, _,.9). 

Силадывал эти интегралы, получив: 

, . 
[ вино) > Ре ин... - + а, .)] + 

[Р-Р], 
А В И 

Печь — 09 У) (в.а) У (а) +. 591.6) 
5760 ° % > 

= — 6) (5) 
$—« 

в ? 
Это — оторал формула нвадратурь *). Въ ней: в = 

*) Въ общемь викф см. въ прибавивиихь, 



Сун 

«[ еде) +. . 5 Ко, -+ [Р-Р] 
5 

представляет» нитеграль Л Г) ах съ погрьшноетью, мовышею про- 

лзведенл 

тв . 
тю @—@ М, 

гдЪ М равно наибольшему п8ъ вебхь абъолютныхь зналенй {4% (2) 
35 предблахь для 2 от @ до ©, или болве посльднато. 

Чтобы погрышиость была мене данной величины &, можно взять 
© удовлетворяющииь неравенотву: 

4 

9< 

Представииь произведен! 

® [@) + Не) Код +... Ре] 

зеометрически. Даля этого проведень ордннате кривой: у== { (2), 

отвчалютия абедиесаать: 4, 0, 4, 1, бы, оо, в» бабу В. 

Публь ти ординаты: ур, Ч, Ув, в, Ур Ави оз Увигаа Ишь 

Чрезь верхне концы орлинать ул, в, 45...) У, ПРОВОДФЖЬ 

—к 

назательныя въ крявой, или вообще каюя нибудь пряныя, до ветрёчи 
въ вобфднини ординатани или ихь продолженями, Тогда. обравуютея 



тралещи, площади которыхь будуть: оу,, уз, 695, ..., ФУ, в 
сумыо отихь площадей = 

== (у -н%-н.... Ну) = 

==о[/(а) + Ге) Род... аи) 

Прильра: ° 

Вычислимь винеале в ал съ точностью до 0,0001, 5 , 

ое", в=0, 51, 
ей, тей, и 

= 4 (30 — 828)" , 

ая п”, мы, МЕЧИ С, 

7% 1 < 0,0001, в" < 0,00685..., 0<0,28..., 

1 _® _5 _® 
Кей, Горе, дней, Кане Я 

== (ав), 9, (0) = (9-2, =0, 



266. вел. Д, < -( 

< 0,00006 

1 

е Я—0,984496 

_8 
е “= 0,368815 

( съ точвостью ) 
28 —0676638 | (д 0,000001. 

ей — 0,465048 

— =0,367879 
: в в : 

— в <ъ точност. 16 Не бе бе “) —2558 '=0,74683 (ни) 

| в =0,7468 (въ точнотью до 0,0001). 
° 

386. Формулы нвадратуръ могуть служить но только къ вычисле- 
но опредфленныхь интеграловь при посредетвв сумиъ эначенй подь- 

инчегральныхь функций, но и наоборотъ: къ вычисленю суниъ помощю 
опредфленныхь интеграловъ. 

Тов изъ формулы и° 881 ихфемь: 

о а) - ада, у = 

ое] о, 

Вехи [ (2) цблая фунец, п при томъ не выше четвертой стенеяя, 
то послфдияя формула доставить пал сумму: 

Га Га) Гы. = Ре, д 70) 
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-95 соверенною точноетью; потому что тогда Г (2) воть число по- 

отоянное, коль / (2) четвертой степени, и равна 0, когда / (2) наже 

четвертой степени. 

Пубть напр: @-=0, 6 == и, и сявдовательно © == 1; тогда: 

Ко -- КИ = Р@) = ...-- Кия + Ре) = 

п 

=| [ 
, ии (8) (т даа 70 РИ оО, 

‘олвгая послфловательно: {(2) =, 2°, 28 я <, получинь: 

д Е] я 

1-28 и-в Годр-ст ми вино о РИ 1.2 

м 2 з 72 

11-29-84... [ #ав--у +5 тн а 
о З 3 Р] 8 

__ в--1) (и) 
= 128 

2 Км К + 2 

тата ни Гояве-- = — о Е 

= ви Рана. 

ре а арын х у аз 5= 
В 

__ яе + 18+ 16 -3% — 1} 
= 1.2.8.5 ы 

Интегрирование пооредегвомь огрокъ: 

391. Путь 

Го =п@®--Е® ++. БЕ. 

Продиолагая ве эти фунецщии сплошиыин на протяжени 2 отъ, 
@ доб, и интогрируя (2) @х въ предфхахь оть < до В, получим: 



— 128 — 

5 Ь ь ь 5 
| ково [ кдае-- | уедаз--..--| редае--| Ват, 
4 а « й а 

Нвли въ разложенн / (2) остелочный членъ-А, при зеякомь значе- 
НШ 2 нонду аи ф, огремитон 5 О съ возрастаяемь и, 10 и оота- 

В 
чочный члень в равложени интеграла [ Р@) ар, т. в. антеграль 

а 
$ 

[ Вах, также отремотся въ 0, Дйствотельно: обозначая ереднее 
а 
арлеметическое изъ зобхъ значеши фулкци А, при пзиВневи д отъ 
@ до, чрезъ ,, имБонъ: 

[вы В, 

Ели В отренител къ О при волкошь 2 между < и, чо и А, 

отрезшигея въ 0; а по этому и 

5 
пред. | Вах == $ — а) пех. В, = 0. 

И тавь: воли: 

1 =л@® -Б@ +Б®-.... 
то: 

{те до = [| кодве кодао-ь | Бедаь-- ине 

т. ©, ебли (<), яры всякомз знамени х межкду в и Ъ, пазверты- 
вается в5 безномечный стодящийся рядз, то и тоте ряд, пото- 
ый получается чрезь интерированае чаеновз пераато 05 предьь- 
лаз отв @ 90 Ъ, будете также стодяиуимся, и суммою ео бу- 

деть пиперала р Рода. 

Опираясь на эту теороиу, легко подтвердить зыведонное въ п? 186 
правило находить разложене функции по разложенно ея производной, 
Даёйствительно, вели: 

Ре=а чан +ай-...., 
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то, личегрируя въ предфлахь оть О до <, получим: 

[Гоби був И И Р] Е] 4 

отяуда: 

фа Рае м... 

Приморы: 

а) При веякомь значени < имфезеь: 

ав ш шо 
И $ 85 Гав ГаВдБ К 

по этому: 

о 
ба = ав — ‘ар ая 48 — 

[ ва 
° 

[в 4. 1 

1.2:8 1 и 

ат 1 
18.849 ТВИК °- 

Если примозь во внимале восемь чиеновь въ этомъ разложевни, 
то съ погрёшноегью, изяьшею 0,00001, получишь: 

Геи 0,4682. 
В 

6) Отв двлешя 1 на 1 н.а” инбемь: 

1 

1-я ее Пьем, (1). 
откуда: 

ав ба Гав Ген... 

2 12п--2 а 
.. + (-1* | ааа нь (1 р ,. 

и, 9 

1-5 



2 дан да ее Г ева @) 

Разложеня (1) я (2) пыфюз мото при воякомъ значенш 2% о 
сумма бозконечкаго ряда: 

Тонино --.... 

1 
тогда только вырашаеть функщю ро, Когда остаточный членъ 

НТ дет В 
— 1 ы = отремитол къ 0 съ возрастащень И, $, в. когла 

1-х? 
—1 с в>-1 

2 1; ЯБдовательно, при зелов * 1> оумиа: 

=; НЛИ, что вое равно, атс 0:2. 
Е 

выражаеть патеграль | ре 
о 

Но не трудно вцфть, что послёдняя сумма выражавть ат 572 и 
Г В 1 при а====1. ДЫтвительно: фунвщи 2”? п гроз оилошныя и 

сохраняють знакъ-+- при зеБхъ значешяхь 2, кашь положительныхь, 
тавъ и отридательныхь; ло этому, опираявь на, п? 379, имфемь: 

2 зат -на у 5 2и--3 & 1 ата 1 9> 0 
| три ев=[ 7 20 — рез ев ( 2) 

Стало-быть абеолютнан величина остаточнаго лена въ разложе- 
. 1 1 . — = о Е. : - ни (2) при 2 — 51 будель: ТЕ ` ив; ® 570 произведене отре 

хитоя въ 0, потому что второй множитель его’ стремится къ О, а 

первый заключается между В #1. 

>-—1 
22 а тавие пра @ = 551, инфе: И тек при 
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|. __ Е 28 ай # 
ара т+.... *). 

—1 6) Считая *7 1, п разная 
< у 

чин: 

1 - , 
1—7) 1==145:% 

Уна { ) з 

а отеюде: 

[Гааз 
“в 

илл: . 
о: 1.5 

210512 =#-+5' 3 

Въ пе 137 ны видбли, чо формула эта ввуна н6 только при 
в>-1 

27 рю яр #== 5-1, 

Площади криволинейных фигур, 

3838. Площадь параболы. Изъ уравнен!я параболы относительно 
сви и вершины при прямоугольныеь овяхь (чертежь Г) инфемь: 

у—УЗр У; 

*) Разложеше это было выведено выиле по «ормуяв Маклорена. 
9+ 



— 139 — 

10 этому: 940. ом Руа = р Гу. бра Ира = 
о о 

2 
= у =; 40щ. прямоуюльниие ОКМУ. 

Паощадь пераболическаяо семента МО’М” найдемъ, равемо- 

тривая уравнене пораболы относительно даметра 0’Х’, сопражен- 
него хордв МЛГ, в камалельной, пвраллельной этой хорд. Уревне- 

ве это: 

Зря ==, ф моль хох), (черт, 1). 

Сл довательно: 
‚ г : 

паощ. ОМУ = зв 9] уат = у Ш ф = а алощ, ОКМ. 
о 

Тавже пайдезь: площ, О’ М. Е лощ, ОКМ М; в потону: 

площ, сем. МО’ = площ. парвалелорама КММ’К. 

Между прочим видимь, что: #404. СММ = площ. О’М"М. 

389. Путь кривая ЛОМ’ параболичевная третьяго порядка; 
уравнене ея относительно 008 О’Х’н О’У 

9’ = 443 -- В+ -- В 

А, 
площ. МММ = [ (45° + В б-р) ах. 

« 

Выравниь эту площадь въ трехъ ординатахь: у» Уз и 9. 

& абециесе точки М, 

а -+- 2% абециеса точки 24 /^ 

Для упрощения пнтегрированя перенсемъ начало коордннать въ 
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точку 0 (середину лини №№). Уравнене врявой отъ этого изк®- 

нител, но видъ его будетъ чоть же. 
Пусть (относительно ОХ и ОУ) оно будоть: 

у 04° + м нс 9; 

ТОРТА: 
—® 

мощ. МММ’ = | (ей -н-ст-+-9) до + 9) в 
2ь В 

= 60) 

Подетавляя координаты точекь М (— №, и), ('(0, 1) М’ (@, 9.) 
зъ уревноне кривой, получим: 

д = — ай -- М — №9, =д, у, == 5 Р-н в --д, 

отвуда: 

ЗЫ - в0 ==, 54, Ну». 

Слёдовалтельно: 

площ. ММА = у, 549,9). 

Тавие выражается площадь въ трехъ ординатахь (равно от- 
стоящих) и для параболы втораго порядка (обыквовевной параболы), 
при оея ординат параллельной оби параболы. 

Это ножно вывеети тВиъ ж6 путекь, иди заключить изъ того, 
что полученный ревультать не зависить отъ а, и поэтому тодитоя и 
при а==0, при чемъ уравнен!е параболы третьяго порядка обра- 
зцаетея въ уравнее обыкновенной параболы 9ь освю, параллельною 
ови ОУ, 

Поскёдиюю теорему можно примъвить къ выводу формуле 

Оимтсона. Для этого прихень часть кривой между ордянатаии 9 и 
(черхежь по 384) за параболу третьято порядка, часть кривой между 
оудиналами у, п, за другую параболу третьято порядка, ит. д; 
затвуь выфазимь площади ножду этими орхинатани по последней те- 

оремё, и сложимь ихъ, Погрёшиноети, которыя мы одёлаень при этонъ 

вь каждой площеди, будуть тиъ менфе, чьль медёе элементы ври- 
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вой между ординатами, вот, стало быть, чБыь менфе равстолюя 
между ординатами. 

Зашфиимь, что розь три точки параболь зретьяго порядка 
(у=а-н ый -- ср --- 0} ножно провесть безчислевное множеетво, 
а параболу втораго порядка (у = 07 -н- сз -+-9) — одву. 

390. площадь эллипса. Изъ уравнонл оллицев относительно его 

осой, разомалривая у положительныехь, имфевиь: у = #— т; ю 

этому: 

аа 

24 

= 
площ. ОБМК = в Изя. в + Фазы 

В 
ву __ 4 я 

5 эко зт 2. 

Такъ вавъ я веть площадь треугольника ОММ, то произве- 

дене Е ато ят С вырожаеть площадь сектора ОВМ. 

Вся площадь эалитеа = $ [у 23 — по. 

Домой вывод: 

= а5Ф | ураном | 520080 4$ 

Уно | 27а | убрав ф 40 

площ. ОЕММ = Г 6052 46 == Е ©0891}; 
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а 
вся площ, эллитеа == 4% В 605 ффф = паб. 

2о 

391. Площадь гиперболы. Изъ уравленл гиперболы отвобительно 
вл 006: 

у= вуя— а (черт. 1}; 

ло этону: 

Ут а арену" а 
ЕЯ 2 в 

в 
площ. АММ Ы] УФ а 

а 

6 (2, У 
= 3 е =). 

Таль какъ я веть площадь треугольняка ОМ, то произведе- 

а в Е) выранаоть змощадь физуры ОАМ, 

Примехь теперь асоинптоты гиперболы за оей координать, и 

найдемь площадь АВММ (черт, П), завлючающуюся между орди- 
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ватою вершины А и ординатою перемфиной точки 2 (2, 9). Уравне- 
13 тинерболы: 

а 
ву = @ . 

96 в Координаты вершины 4 одинаковы: ОВ = АВ == = 

# площ. АВММ == за ба г др == ($)' о за [ ее 
8 р 

| ши сова 72а 2 125 

а = 

Для равнобочной гиперболы (черт. ТП): в =8 = у8 

площ. АВ =. 

С 
Холи принять 5 ‚т. в. длину лини ОВ, за оданнцу, то: 

мощ. АВММ =. 

392. Площадь циклоиды. 

#=тФ— #19) | (нии) (в 208) 
9—1 — в08$) циклоиды 

8 ==+ (1 — 1089) @ф, 4% —" (1 — сз} 4$, 

площ. ОММ = Г уа=и Га — 05 фр ве ев Е 9 уз, 
о о 

2" 
вся площ. циклоиды = | (1 — 608 фу д9=3к 

о 

== умрюениой площади произеодящело рум. 

393. Площадь Денартова листа. Уразнене Декартова, листа вЪ 
полярныхь коордивенахь: 

__ Заз ф мт Ф ОР 
= я фи Ф (т 200) 
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$ з : 
1 ЭР [037 ф вый < @о площ. семента ОИ З| И=5 | ововыо 
5 ° 

да? ео ашо 342 Га --48 9) 
2) 1 9 3 (9 

За? 1 т в 1 38, 58 
Е [ т 2 Еве 3 ° 088-2508 о" 

Вся площадь Декарилова листа = — иифоенной пло- 

цади треуольника ОАВ, Это— площадь листа ОС, отраниченнохо 

ляними ОБО к Об. Замбняя а фи 08 Ф отношенёяни 2 мы 

выфазимъ 1.10. самемта О@М въ прамоугольныхь оортинатьхт: 

зо 3 т 
площ. самента ОБ ‘нра иду 

Найдемь теперь нлощадь, завлочающуюся между вВтвями кривой, 
пдущиии оть точки О безграяичео, и ассимптотою кривой. Нуетв эта 
площадь есть 9. Ее можно разематриваль, кавъ предфль удвоенной 
плотади фигуры ОМ, №,, когда точка М, отходить оть О, прибли- 
таявь въ Ю, или, что вое равно, когда зочка №,, двигаясь по ври- 
вой, удаляотел огъ О безгревично. Приникая во внихдн!е уравнене 
кривой относительно оеей 0х, и ОУ,, пывемь: 

В —_ 
площ. ОМ, М, = | 14% = р р у 

Мы замбнили 5, чрозъ — 2, м поставили тавлиь обризомъ знать 
но вид, считая теперь 2 уже положительным. 

ВЕ 
Полощины: 1, ==18° $; тогда: 

&=Ь (из ФЙ— 8005? $) =5 (1 — 4 9) 

48 — 8503 ФЗ одФ 

лощ. ом Г’ _ (1—4 0057) ви*ф9ф=— 

8 

4” 
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5==2 ирбд. лощ. ОМ, М = —= (ие 608 

— площади анетна ОС. 

394. Площадь эпициклоиды. 

Уравненя онлыминей этииуиклонды: 

= [1 + а) звао— ав (1-2) 9] | (209). 

у= В [(Е-н а) 034 —909$ (1-5 4&) $] | 

Изь нихь: 

Яхт == (1 нат [в03 а — 03 (1-58) $] 4Ф 

ву {1 на т[пар — эт (1 + @) $] 49- 

Лифференщаль имощади секиоре ОАМ = эра — 

= {ГС +-адова9- 2605 (1 а) $ | [<озаф 608{1 а) | 

— [@-нодзааф —ов (1-2) ] [в аф—#1--9е |} 4 

2 и Сады зо) 

м Ф 
площ. сект. ОАМ = она | {1 — 055) 4Ф 

р 

579 (р вр) (черт. Г иб 209). 

площ, сект, ОАВВ =" када) (Ф—81$)„. ыы (в) 6-24} 

Нели изъ поелздней площади вычтень площадь круговато сеторь 
ОАКО, то получниь площадь АВСК, ограниченную в\вью АВЯ 
эпидиклоиды и соотвётетвующею ей дугою АКС’ ируга. Дляна дуги 
АКС, кавь соотьфтетвующей полному обороту проиаводлщаго круга, 
равна ти; по этому: 

площ. кругов, вет. ОДК@ = Эт. АИ, 
эта’ 
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сувдовательно: 

площ. АВЕ [на +24) 1 == (8--20). 

При В =, кли, 110 308 равно, при @==0, эпициелонда 
обращается въ циклоиду, и тотдь поелбдияя площадь будеть Эт”, 
что и видёли въ и’ 392. 

При «==1, ину = (черт. ШТ), пмощадь, озрениченная 

етипвю АРОБЗТАэтининлоиды (въ этошъ случа только одна вЪтВЬ 

и воть) и опруоюностьо 496 А, равиа бт? (упятеренной площади 

`производящино ируза). 

При @== ь, ЛИ т = Я (черт. ТУ), площадь между влътвыю 

АВБ % полуокружностью Аб, равна 417? (учетсеренной пло- 
зцади производящео пруза). 

Для внутренней опициклоиды: 

змощ. сект. ОАМ’ = от $) (чт. Ш 

на — 1 -— 28) площ. сети. ОАВ'& = о 

Вычитая послбдаюю площадь изъ площади вруговаго сектора 
ОАК, получинь площадь АВ'СК, заплючающуюся нолду ветвью 
АВ’@ и дугою АК@ куры 

паощ. АВСК = 13 (38—20). 

При @=1, зли = (черт. У). площадь межеду втытвыю 
, ‚2 

АВ’ ч дуюю АКС пруш, рава 79“ (думе 65 половиною плоша- 

дямь производяииио круз). 

Повфрижь этоть результать. Уравненя эпициклоиды въ разсмалт- 
риваемомь смучав мы предотавляли нодъ видомъ: 

= ф, у= Аи ф, 

отвуде: 

4—3 В 003ф@ф, уаз — ЗА зи? ф со" фа; . 
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атело-быть: 

площ. сени. ОАВ В =3 в ЗН ф 6081 $ @ф = в 

авео Р зору | 88} (: 5 Е 

__ ВЕ 81 
а 8 

мощ, АВ'ОКил, ОАКО— ш. ОЧ" тб, 

395, Площадь циссоиды. Полярное уравнеше уиссонды: 

„__ Заз? о 
т вх (1? 202) 

1 Зоо 
площ. семента, ОМ: 2" Не а 29|. Мн тв 

„Г а $ з 
= 24 в —2 Г @— |, о а |= 

= 24 (6 ф— 95 неее) Иро--иновта — 84) 

площ. ОМ ММ= Гиз а тВаЬ Бак: 
о 

За зщ ф 
с03Ф у==УЗшФ == 

2==7408ф = Заз НР ф, 45 = 4931 6089, 
то; 

2 м } & 
площ, ОШ МУ = | Вазняфаф 888 Зое ЗИРрсе *) 

® 

== (3Ф— 3301 0зф— Я ф608$), 

Для ловёрья сложимь площади свемевте ОМ и фигуры ОЛМ М; 
сумхою должна, быть площадь прямоугольнаго треугольника ОММ, 

ду 
т. е. 2 
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площ, сем. ОМ -г- площ, ОМ МИ = 

За?вш?.ф 2 

с05Ф 2. —@ (268—251 60050 — 25100008) 

Площадь фиуры ОМММ можно найтя и по уравнению цио- 
зонды въ прямоугольныхь хоординатахь: 

в 
в 

Она выразится интегралом: 

Изъ найденныхь выражений площадей сегмента ОЛ и фигури 

ОМ’ММ вяло, что съ возрастанемь долготы ф и приближенень ея 

ЕЪ =, первая площадь розтеть безгранично, & вторая подходить къ 

зто? 
В, Отсюда завлючаель, что злощадь между влипвалми циссонды 

15 еп ассимптотою равиь Зта?, т. в. зиироенной площади при 
ОВ. Есля бы ин прамо пожелали эту площадь выразить интегралом, 
то, обозналая её чрезъ 8, кашли-бы: 

Яве? зе р ==164' 1-8. Е Злой, . р 

896. Площадь сектора, ограниченнаго Архимедовой спиралью: 

г=аф (1 204) 

и двуня радпувами векторами "и 7,, отвфчающини долготаыь ф их, 
равна; 

$2 а? ® Ром аз) ож 2 до 94 — (6 ) 9} т. 
с 99 $ . $, 2 и 22) 6 6 

оли +, соотвфлетвуеть долготВ $, = 0, то ==0; тогда век- 

торь обращается въ сврменть, и площадь ого будеть: Ра 

Отеюда видиыъ, что идощади севменновь Артимедовой спирали, 
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выходящииь изв полюса, пропорцональны кубимз доглотаз или 
240ёус0в5 векторов изб конечных точек. 

3971. Площадь севтора меду гиперболичесною спиралью; 

7—5 205) 

и двумя радусами векторами”, н тд, отвфчающиии дольозаль Фи 
фи, равна; 

а 2 с 
5 9$ в 

9 2? а 

(Фи бодфе Ф,, п стало быть 7; мене =). 

398, Площадь сектора, заключающагоея иежду логариемическою 
спиралью: . 

== 96 (18 206) 

п двумя ракусами векторами, отвфчающими долгохамь Оиф , равна; 

вы а [© ваф 4 оф а 
аа = и т 
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Дляны дугъ кривых лин, 

399. Воли з длина дуги плосной кривой оть постоянной точки 
(2, и) до перемвиной (2, у), то, въ случа прямоугольных коорди- 

нать, имфемъ: 

ааа але. = [-- 4, 

ознуда: 

=== УТ (у. 48, вы @8 == УГ. 9, 

тдё передъ корнешь елфдуеть взлть звакь -- или —, смотря по 
тому, увеличиваезея-вя дуга, или уменьшается съ возраотанежь нв- 
завиенаюй пережвнной. Отало-бычь: 

ИИ ОИ 
в==| УЕ, пи в==| У1--@}. 4%. 

% ы % ы 

Въ случа} незавасиной перехвнной $, значене которой для точки 
(#%, у‹), положимь, {,, визли-бы: 

в =УУРИЛ. Ш, 8= [ Уе-бра, 

преднолатая дугу возрастающею съ зозраставемь #. 

Въ полярныхь координатахь: 

&—= Удо фа = ну. 6 

РУ. 5 == У. 4, рут 
эбли дуга очитаегол отъ точья, которой долгота Ф,, до точьл (”, 9). 
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Для дуги двоякой кривизны: 

4 — фай -- в? + дл 

вере, 

ХИ: 

# А и 

= |, Уве. 4, 
® 

а въ случа поллрныхь координат: 

= [Уйди паи Я. 

400. Длина дуги параболы, Изъ уравнензя (97 = 842) параболы: 

уау == раз, 9 = м, 

дя = нал ие 97, в = у. 

Считая дуту з отр вершины параболы (0,0) до зочая (2, У): 

Е] ЗУ, руки И Уи ду =! р = . 

401. Длина, дуги эллипса. Длины дугъ эллипса и глперболы при- 
водятся въ зллинтическнмь ивтегралвягь. Мы развернемъ эти инте- 

тралы въ строби, съ помощю которыхь ножно будет вычислять ихъ 
©Ъ ЕАЕОЮ угодно степенью приближеня, 

2 —=втф | 41 = 0108 ф@ф уравнея 

У=008ф | элите | ду — — Бур йФ 

ага а ааа з [< экоцеязрисл- 
д (ай вой фз ф} дай (1-е шо) 9Ф (1 элкицса. 

48 =аУ1 — Язи. 46. 

о у —_ я считая дугу отъ точки 
в— в УЕ — бат (с Ъ}, въ которой НВ] 
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1 . 

(1 #3} =1 ев реЗНИ о еее — 

1.3.5 в 
ава Яо —.. 

® в=а[[—} ео инь 
о В В 

2.8 в: 
ваще Г 88 044—...- = 

Та Ш 00698191 а 39 ВеововиеЗооврзыво — 1] ие ео а. 8 .... | (1) 

я 
Длино, осезо обвода эалитеа == 4а [5 У1 — вп? ф дф = 

о 

: 
= 4 — , 

Выотрота сходимости строк (1) п (2) тзуь болбе, чёыь иенбо 
энелентриситеть эяляцеа, 

402, Длина дуги гиперболы, 

5 — 98069 ‘уразкевя 

хиверболь 

95 — аз фа 

Чу = 6 300? $ @ф у=5%Ф 
даб рн 
9 сом 

== (24° -- Ива? ф) зе ф 96° = 

ооо) вс ве (1 =) 49" 
09$ в 03? 

48 — ве __ в0Ф 4 в эксцантриен- ) 
> 6” соо хеть гиперболы /` 

20 
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Ф 
<057$ 4ф [считая дугу отв вершнлы $ =4е иода , 2 `б52Ф \(@, 0), въ которй фе 

о 

1 
1 о} 1 1.605? ф 2 0081 1.3 в03 9 

= 2 ее 2.4 # 8.4.6 6 

__ 1.8.5 сов ф 
2,4.6.5 с 1 

$ 
4—5. Г 5086 бо 

о 

1.8 1? а 
—5а- |, —.. 

Е 11 1 1 о-кеозшо 
т с 

1.3 1 39-8 соз фз ф-= 2 05 5 Ф 
2.4.6 8 - ей 

Строка здБеь тВыъ быстре сходящаяея, чёль боле экоцеатри- 
оптоть типерболы, 

403. Длина дуги цинлоиды. Изъ уравнений дихлозлы имфемъ: 

#5 =7(1 — 608$) @ф, б/у =751Ф49; 

по этону: 

[ы [а 508 фу’ -= зи? $] 99 = 87 (1 — $) 9 = 

4 зи ря 

48 = "вт а, 

Ф я —_ Фа _ па} — в, а [(еЧитая дугу отк точёи 
=» р 50° 4= 4 (1 03 В] = ЗН (> ро мы. 

Длина всей отыпвн цитлоиды — 8+ (восьми, радбусаме 1ро- 

изводяниио круга), 

404. Длина дуги эпицинлеиды. 
Для внышией эпищиклоиды: 
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48 = (1-н а) и [608 аф — 008 (1 а) $] Яф= 

21-я гвше у8ш (с — ВЕ 

ду = — (1 + а)" [зтаф — и(1--а)$] @ф = 

=8 (1 а) узи? 608 (ее э 4, 

48 = фл бр 4 (1 6? ве д, 

@=2 (1-ти 4, 

2.” , . __ и ® 2. +12 ® [ очигая дугу отъ точки 
5=7 (1+8 Г Зи 9о-=8 (1+1? (= В), ть которой =. 

Данни всей вытви — 8 (1 на) г. 

Прн «= 1, длина всей опииби = 16 г (черт. ПТ п? 209). 

При а= В ‚ длину всей опалви-=18 т, а длина обтиите вътвей 

взтьетиь — 34. г (черт. ГУ пб 209). 

Для внутренней эпициклоидьи 

5—8 (1—@ягви?, 

& длина осей вптви-=8 (1 — а) г. 

Пи а=ь длина, всей выиви — 6 г (черт. У п? 209). 

Повдию длину, которую обозкачииь чрезъ з:, найдоь внАчо; 
обратинея въ уравневянь: 

2—8 3 ф, у=В 0%; 

он дозы: 

д —3 Ву оз #4, Чу = — 3 Вю фото 90; 

по этому: 

458 —9 2? зи? с05?ф 94%, 8—3 В 31 008 ф 40, 

8, =8 вяз 8 98 ве" = =6 г. 

10% 
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405. Длина дуги Архимедовой спирали. Полярное уравневе Архи- 
зедовой спирали (^ == 0$) даеть: и = а@ф; по этому: 

43 = Ут 749 —=а У1 + фаф 

а ЕЕ = 8=8] 1-я И (в --УГ+ 9) 

У | аруьуые ‘дуга, очитаетсн` арии .. 
За. р & отъ точки (0, 0} 

406. Длина дуги винтовой лини. Въ 1 238 мы ими 

5 ==78580 8 @ф; по этому, считая длину дуги оть точки (и, 0, 0), 
$ 

для которой ф = 0, получимь: в=: 78068 | Яф = 7ф зоб 8. 
а 

Объемы т®лъ вразщеня, 

407. Вращал около оси ОХ плоскую фигур АММЗВ, ограни- 
ченную кривою у=={(2), овы№ ОХ п ординатами у, и у, 0тв%- 
чеющими абоциосаьь 2, и 2, получимь #аьло ереищенёя, ограниченное 
поверхностью, олисанною лифею 1, и пеупендивулярныхи къ оси 
вращения кругами, радтусы которыхь 9%, и у. 

Путь 7 обеме этого тёла. Раземалривая 7’ кавъ фунецно 2, 

станемь нокаль пронзводную 7 относительно 2; & потошь оть про- 
изводной перебдемь и къ дифференщелу. Дадимъ 2. прярощене 

Аз — №№’ въ такой ибрь иалое, чтобы нежду точками Ли ЛИ’ орхн- 
наты кривой шли въ одну сторону (или увеличивались, ити уменыла- 

ми Е: мм х 

лись, оъ возрасташемь 2); тогда приращене` объема (АИ) будоть 
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завлючалься между объемаши даухь прямыхь цилиядрювь, пифю- 
щихь общую высоту Аз, а овноващнии — круги, козорыхь редтун 
ММ=ун МММ ; оЯВДОвазельно: 

А > 5 | ординаты между 
< Мн роауть 

АУ < ту А если ордлнаты между М. 
- и М’ ушенышиотся РА 46 

По этому отномене ра заключается между пу? и п(у-+ 49) 

отахо-быть: 

Ад, АУ = У’, = у, 

ЗУ = пу ах. 

Тавъ выражается Ошфферениало обеемо У при воякой незави- 
вимой перемённой, воли только 7 рабтеть зиботВ с т. Вели же съ 

возрастатемь 2 объень У уменылается, то: Я7 == — пу? 4х. бамый 
объемь набдетея нитогрироваеиъ: 

= = 
У=*[- ак [ [8 

ы 5 

Въ случа вращешя около ови ОУ; 

Я 
объеиь т [| ау 

% 

Разевкал тВло вращеня на элементы слехеною плоскостей, иер- 

пендикулирныхь въ оси вращеня, вз безконечно-молыхь удаленяхь 
Ах друг оть друга, построниь на кругахь очен: дилиндры съ вы- 
сбтани 42; объемь тВла ножно раземетревать, кажъ предъль еунны 

обЪеновъ этихъ цилиндров: 

2 . 
У = це. Увим = ЫЙ зат. 

в 
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808. Объемы эллипсоида вращения. Если 7 объежь чфла, обра- 
. ; | 

зувиаго вращенемь эллилев ви) около оси ОХ, и ограни- 

ченнаго иругваи, отвфчающими абоциесавь О из, 10: 

хо йо ЗЫ 7 | (“—7) = ( 

26 Г 4 С полный объежь элл. вращ, ==755 Г( 4 — 1) 42 = пав”. | 

При а>>Ь послднее выражено предотавлаеть объехь иродоло- 

вето эллнисопде вращая. Толн же вращать эллюпеь около лалой 
его обл, то. образуется сжатый эллипеонль вралоня,. котораго 
объень == 

2" ы з 2 4 =] @ бут. 

Объехь первего менфе объема послбдняго. Отношене эткхь 

объемовъ равно отношению В къ а. 
Обьем: эвлитсонда вращеная (продолговалато, или ожалато) со- 

ставляеть деть эврениг обвел, отисаниеио около нею примазо ии- 
линдра, которою ось совпадаеть 05 осью врещенав. Лайствитель- 

но; обознаная объемы эллипеондовь продолговатего н ожатаго чрезъ 
но, а объемы дилиндровъ, около нихь оппоаниыхь, чрезь И, и 
7, ‚ инфень: 

й . 
9, = 5 па", И. 2, = 



9, = то, 7У,= к. 2%, в 

409. Объенъ гилерболоида вращения. 

а) Обтемь деупололо зиперболонда сралценя (005 вращеня — 

первофвмощая ось гиперболы). 
У обгема производимый вращенеме фуры АММ около ОХ. 

у м 
| | ОА=и 

| А | х ОХ = АИ” ш 
{ 

К 

все ды . 
у =] #— 2) 2 2. За’ ий) 

а 

== 

— разности мозюду объемомь конуса, которо основаие зру 

ЗИК, а вершина в точь 0, и полдвиною объема эллипсонда вра- 

зцешя, котороло полуоси: 6, В и п— а. 

5) Обтемь однополато типерболоида вращеная (обв врапошя — 

непероовкающаял ось гиперболы). 

7, обемь, производимый врещещемь фииры МАОГ, около ОТ. 

217 2/48 па 

т еду (б-р чему . 
ь . о 

= в) = «Фу. 1 та’. ду == 
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— 0ббему чиминдро, извыощиио основащемз круз МР, а высо- 

ою г вложенному сз объемом цилиндра, у котороло основанёе 
2 

круз АВ, а высота 59. 

410. Объемъ параболоида вращения, 

У м. 

Г 7 

ОМ=&, МИ=У, == Вр. 

Обземь, производимый вращенеме фиуры ОММ около ОХ,—= 

ыы Ре ый 2 ео == | уе = Эту | яд == туб == у. = о 5 
Га 

= 06%ему чилиндра, котороло осмоване круз МК, в высота #. 

Вбли же врашать фигуру ОЖХ, ограниченную параболою ОМ п 
прямвши ОГ и МТ, около ови ОУ, то произойлеть зло орайщеная, _ 
котораго обеме = ° 

у У . з Е ку |= ду "| даа ЧИ 805 па - 
ое 

== 0ббели, ушлиндра, илющию основащемг крув МР, в выоо- 
зною патую долю у. 

411, Объенъ кольца, производинаго вращенейъ эллипса около пря- 

мой, параллельной одной изъ его осей, 
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'Прюнель оеь вращеня в 05 ОХ, а прямую, перпендикулярную 
къ оши вращеня и проходлитую чрезъ центрь эллниев — 38 065 ОУ. 

Евли разотоян1е центра эллноеа, отЪ оси вращенуя есть Я, то уразвене 
ЭлЛИПе ОТЛОблТеЛЬЕо принятыхь 06е# координать будеть: 

= в рес 1, отвуде у=й-Е . Уя— я. 

Пусть у, я ун орлнваты точекь М” и №”, отрьчающихь одной 
и той же абециееВ 2; тогда: 

= ви Ро ива, 
2 

У, = 20, уп ИИ. 

Путь Р девоный объемь кольце, 7, и У, объемы, произво- 
димые врыпенйень около ОХ фигур АБВЬЕ и АРВЕК; тогда: 

ва ь 
Ри | ига, 7, = п | 4, 2 2 

= ча 
РУ, — Иня | (уу) баны [ ину) ги) = 2 ые 

а . 
И уе эт Г У —аЯ . давка [оф аф 

—а ы . о 

== 22 26 = паб. Эй. 

Отсюда зиримь, что искомый объеме кольце равень произведе- 
эю площади производящиио элаитов нар длину окружности, оти- 
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сываемой центромг этою залива; крутины вловами: объему ‘чи- 
диндра, иипющето основащеме производящей олаитоь, @ сысотою 
длину опружности, описываемой центром элаилев. 

412. Объенъ тёла, ограниченнаго поверхностью, образуеною враще- 

щеиъ циклоиды около ея основания. 

2==7(®— 919) | 42 =+(1 — 003$) @ф 

9==#(1 — 208 $) } уе == (1 — ово ар = 8795103 ф 

ки = ь 
У=с Г Ур 3 Г 5 Я дф == 160 Ех фа = 

=5 =‘. =82 а Ване ф = 32. 
6 

413. Объенъ тБла, ограниченнаго поверхностью, образуеною враще- 
мемъ циссоиды около ея ассимптоты. 

Евли 006 циооонды пришемь за обь ОХ, в зеспиптоту ед за оеь 
ОТ, то уравнеше ся будеть: 

: - 
у в" пли: у (а 0). 

ЗВращая фитуру МАЛ’ О”О около СС’, получимь тфяло вращеня, 
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отраниченное цисвондальною поверхностью вралценя и двумя яругами 
МК и М’К’, пврпендивуляримия къ оби вреленя. оли У, объень 
этого тБда, аа, и у, координаты точки ЛУ, 10: 

НЫЙ о "за 
ЗУ .@ +) 

& такъ как: 

, з РИ В 
уве = — | 5 (28—98 39 ра] ат, 

в аа =. 
у, =— ый а а 52 (24—28 | @# = 

= — #8 Уа—2а аа, 
то 

ы, ИИ 2а 
=“ в-оУбатоа-2т | +9992. 

2а и ` 

ели отанемь 2, приблыжать въ 0 (три ченв у, буден расти 
безгранично), то разоматриваеное тфло будеть удлиннаться вдоль оби 
вращения въ ту и другую сторону безеранично, отажовявь при этож 
тоньше, в объымь вто будеть увеличиваться, подходя въ искомому. 
Цо этому, обозвамая ноконый объешь чрезъ У, лизень: 

2а. НИИ 
У = пред. У, = =] (ина) УВа— 24. 

о 

Сльлаемь 101029816; 2 == Защ? ф; тотда 

2—5 = 906097 $, я-на-=а (1-+ 98193), 

У (24 — 2) = Зав фяшф, 92 = 451 4 008ф $, 

РЕ Вией ф 9 = 
о 

= 16 по’ р (зиф--знеф — 2854) 96 
о 

*) Въ первомъ изъ этхь двухь интегралов предблы интегрирована 
относятся къ у, во второмъ къ 



бай (1-5 2 Это а — ка’. Эта. 

Отвюда зидиыь, ч?о объешь ототь равенъ обзелиу чилиндра, 

нитлощею основанема пруз, которо радиус: а, а вывотою — 
прямую, разную длииь окрузоности это кра. 

Объемы ивкоторыгхь тёдъ, не приноддежещахь 
ЕЪ тбаамь вращеня, 

414, Объемы оБль вообще, хамъ увадинъ поель, вычисляются 
двойным нлы зройнымь интегрированень; но въ нёкоторыхь чаот- 
НыЫХЪ случаяхь, какь п объемы тёлъ вращендя, мотутъ быть найдены 
одиночныйь интегряровавемъ. Пусть Г объемь т ла, ограниченнаго 

поверхностью п двумя параллельными плосноотяни КГ и ЛЕМ; в 
разетояще между этими плоекостями, н 5 площедь овченя тВха 
плосвостью ЛМ. Объень 7 п площадь 9 можно разомазривать какъ 

функден разотояшя 1. 
Найлень производную 7 отновитбльно №. Для этого хадинь 

прирацене АР =08'; тогда объемь Г получить прирмщеше ДУ, 

заключающееся межлу параллельными пловкостяни 2 и 24”. Это 
приращен!е объема можно представить произведенень: (9 -= о) АЙ, 
тхв абеолютная величина © вырынаеть площедь, зависящую 075 й 
и Ай, и сиремящуюся въ 0 вывоеВ ось ДВ; стало-бнть: 

АУ 
зв=б-, 



— 157 — 

р, = ще, АИ 5, ЯР==8 9%; 

тва = [за 

И тавъ: воли извфотно выражеше глощади 9 въ функши №, то 

посябднииь интегрировалежь чайдемь и объеме Г. 
Въ сущности туть дна интегрировавйя: иотону что площадь 5, 

вообще говоря, сама по 686% также ищется интегрированень; по 

этону мы вопровь объ объешВ считаешь здфоь приведенньлиь къ оди- 
зочному интегрировано тогда только, когда отыскане площади 5 ие 
потребуеть интегрироващя. 

415. Объемъ конуса. 

и | 
х г / ЕО в. 

Пусть 9; и 8 площади основаня ЕР и оБченая ОР) конуса ОЕ, 
7}, ий разстояыя вершины О отъ плоскостей основаны м оёчешя, Г 
объень конуа ОЕР; тогда: 

8:8, = 1:11, озвуда: 9—9 

слЪдовательно: 

в, в № . ь 
т= й 8—3 #=9з, 

т. е. объемь конуса равень произведеню площади езо основаная на. 
иреть высоты. 

416. Объенъ эллипооида, Уравнен!е поверхности залипеония отно- - 
. в в 
ватежьно во обе: я НыНа 



—- — 
а 

Уравнеше плоскосты, параллельной плоскости ХУ и отозоящей 

оть нел на разетояне 1: 

#=й; 

а оба уравнеши въ совокупности относятся къ лини обченя этихь 
поверхноетей, Изъ нихъ находниь: 

ИТ 2 Е > 3) или: = 

—® ” (8) ” (=) 

етаяо-быть оВЧеще есть эллииоъ, оторыо полуоси «у и 

те . 12 у — а) в которьго по этому площадь = пар (1) 

И потому, обозначая объемъ везго эляилеонда чрезъ 7, инемь: 

ы Го 
Т— пав | (— =: паве. 

о 

Изь сравненя найденного объема эллипсоида съ объемом» опи- 

саннало около ео цилиндра легко задфть; что первый объеме в0- 

стаоляетв двъ трети послидняю, будетъ-ли описанный цилиндр 
пить основанемь эллипс съ полуосяни Фи, в высотою 2е, или: 
обновантемь—элхинеь съ полуосями а и с, а высотою 9$, или нако- 
недь: осяоващемь одлилоь еъ полуозями 6 и в, & вывотою Эа. 

417. Объемъ однополаго гиперболоида.. 
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: ‹ ЩЕ Уравнен!е поверхности однололаго типербоховая: +1 — а=1. 

'Пореобчахь эту поверуновть плоскостью: 2 == В; пусть офчене 

дудеть 72; уравнены его: 

9 
эны— 

лзЪ НЫХЪ Вндимъ, что свчеше КФ ость элдниеь, вочораго полуоси: 
Е 

4 рана иб 1, и когораго отало-быть площадь равна 

паб Е 1) Пусть Г объемь чзюти гиперболонда между плоеностя- 

м: 2=0из==А, т. в. чаети МХ. 

У— ло ИС «Па = таб (5 = 
9 3% 

ели обозначныь площадь эллюша ММ (горло Хиперболонда) 
чрезь 5,, & площадь эллищеа ЮГ, чрезь 9; , 10: 

са. Т=9 5-8 5й, 

Слбдовательно: оббемь МТ, равенз сумль обземове двуж ци- 
линдровз, из которые одинь цутьеть осмоващемз эллитез ЕГ,, 

- ; З 
& высотою д, а друзюй— основащема эллитсь ММ, @ высотОю 51. 
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418. Объенъ двуполаго типерболоида. 

РА р 
о 

д Уравнеще обчешя ЕТ 
В Г 2 

9-х ира 
г | = ; 

. а 
Свчене КГ — эллипоь, воторато полуои: @ 5—1 и 

Ь Уг—ь & Площадь: =. —1). 

Пусть Г объенв чате АЖ, гиперболонля, 5 площадь вчешя 
КГ пт разноеть 2—6, т. е, длина АО: тогдв: 

т =5 (Е— 1) = та (25 8 =) = 

= 5.1 кар 

фазности между объемомв конуса, которозо основе эллитов 
КТ, а вершина в. точить 0, и половиною объема зааижоида, ко- 
зторало полуоси а, Вр т. 

319. объенъ эллиптическаго параболида. 

и | Уравненю поворноети: 

ор у 

С мы } 

Хх у 

Разевчень поверхность плоскостью: 2==й; въ овчени будеть 
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эалишеь КУ», которато полуоси" Убай и УЗЫ & площадь 21 УаБ; 
ло отому, обозначая объень части ОЖТ, пораболоядь чрезф Г, а язо- 
аль эллипеа АТ, чрезъ 9, нывень: 

= ту ый = шуб 6.1 
о 

= объему цминдра, илимоциио основашемг эллитеь КТ, @ высо- 
ъ 

что 5. 

Поверхносхи тёлъ вращения, 

420, Величину поверхности, описанной кривою АМ (черт. 
л° 407), врещающеюся около вн ОХ, будемь раземаяривать, вазъ 
яредзьла, из поторому стремится сумма коничестихь повертно- 
стей, описаны хордами ломаной лини, описанной вз дучь 
АМ, кода каждая изз этике 20005 подтодинь из 0. Обозвалииъ 
этоть предбль чрезь 5, и, разематривех его кавъ фукецо 2, най- 

демь производную послваной относительно х. Длика дуги АЛИ пусть 
будеть 2 (также функщя 2). Когда перешённой 2 дадим приращенте 

45 (ММ), дуга в получить приращея:е Аз, равное длин® дуги ЛАМ”, 
т, в, предёлу сумиы хордъ ломанной, въ ней вписанной; & поверх- 
ость © получить приращене 48, равков поверхности, производимой 
дугою ММ’, т. в. предфлу сумиы коничеенль ловерхноетей, произ- 
водниыхь постёдними хордами. Пуель Ах въ чакой ивув мало, чтобы 
менду М и М’ ординаты точекь дуги ММ” шли 3ъ одиу сторону, 
пруияни словами — чтобы между этими точками не было ни нвиболь- 
ШиЕЬ, Ни Паиеньтихь ординаль; тогда п ордиалы серединь хорль 
ломанной, вписанной въ эту дугу, будуть охбдоваль тону же зажону. 
Пуеть @;, ©; ©...) ©, ХОДЫ побЛЬДНеЙ ломанной, & 9.) Уь, Уз». 

...9, оржинаты сорединъ этихь хордъ; хотда сумма коняческихь по- 
верхностей, опиванныхь ходами, будетъ: 

Вт (о, НУ, в бь-н.. 9,0, 

Обозначиыь оту суниу чрезъ Р, Такъ кавъ 

ие куьм  (олшиы), 
т, 1 
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>> >> у, 

у\=у-+еАу, рии + 9,49...) ==У--9, АУ, 

тдЪ 9,, 0.,...., 9, удовлетворяють неравенстваль: 

0<0,<6,<86,<....<0,< 1; 

вадовательно: 

Р=2 ту, но... 0) --2пАу(бю,-- дон... бо). 

Сужие: до Ою-н..-- О.о, коне суши: о-н,-+...-Н у 

по этому нервую можно предотавить произведентезть второй 1% КОЛН- 

чество 9, большее 0, по маньшее 1-цы. 

Р=2ку(о но... о) +25 04у (+. -ны,), 

или короче: 

Р—= ту о + 210 ду Зо = 25 (у 04) Зо. 

05 прибзиженемь хаждой изъ хордъ: @,, в)... ©, ВЪ 0 
{прп чемЪ чиело ихъ ® растоть безгранично), сумие Фо отремител 
иЪ 48,  Раъ 48; по этому, обозначая предёль © чрезъ 0. на- 
ходим; 

49 Вл (+0, 49), 9—9 (у--9, 49), 

Подводя Ах ть 0, и переходл къ предёлаль, получать: 

ету 8, 

ваздовательно: 

48= 21%, 8—2 [44$. 

Предфлы пнтегрированя будуть 28 иди друме, омотря потому, 
вЪ какой перемвелой выражаемь подъиятегральную фунецио: въ 4, 
ВЪ 1, Или вообще въ какой-нибудь : 
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5= 9 Г УТ, 48 = 2= |" 971--@ 7. в = 
=, % 

ИВ 
=" убор &. 

С] 

Если врашать вривую около 0и ОТ, то производнывя ею по- 
зерхность будеть: 2 | 243. 

481. Поверхность продолговатаго зллипсоида вращеня. 

пои «аз › уу 
ажы=1, я =0, = 

525 

2, 

@=уая- дум +8, 

18 == Ру ки — ое арии ( зи 
тетъ элициса 

Пусть 9, вся повереность. 

Вупи, 
а 

0 

Гузявиуа9й) , С 

ба 

Е. 

аа п ва ав 27 де 
[4 — 

оу р ие? 

а 

Зуя Са фртаь + з. тозте | =} в в 

5, == 28 и 

Друой выводе: 

-ашф | 
48=а У1-е# Ш? ф-аф, уз=06 У 1-е? ф- 008 99; 

926 008 $}. 

8: ==4148 УТ — зо. зо 4. т о та 

и 
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Положинь: евщо == в ф; тогда: 

ка эс те ка т фата 
рес [т ка зш фея фа. 5, тв фара (о ), 

® 

ИТ — дез Н = =: : ие оба опа .. 

428, Поверхность сжатаго эллипсоида вращения. 

по: 5 У а? 
виз Ь Ля + 5 =0, @ ы 

4 = У к ай = @ Ури, 

пав = УИ У -Ы, 

Пусть 8, ася повержность. 

ь 
9 =4® [245 = 1 Упеу-- ий. ау; 

ь ау ау 
Уве Гуа (уузая я) | 

0 о 

в ыы ва Рави ь__ 
оуваукы 4 = Утуьи 

ь ь а ы вы’ де) майнд) 2 Уз УИ ду = а де уреныны ай, 

28-9 
8 

е 

423. Оть обуащеная эллилой около малой ею оси получается 
бдлышая повереность, нежели отв обращеная ею около большой 

оси. Это можно видфть изъ вравненя 5, 05 5,. Тавъ кавь: 68 = 

9 (1—@), 6 =в 1 — #8, то: 

8, == Зпе? (1 УГ я 



8н= Эка? (1 = в Е. 

но: 
ИТФ #1, ети 8 => 1 # 

по этону: 
$5200 —<8,. 

424, Поверхность двуполаго гиперболоида пи 

а? #— Га =1, д= ре у — а, 

__ ав Уйти я __ риа? ( эксцентриситет’ 
Фу = типеубозы 

8, повероность, производимая дуюю АМ при вращенн ея 

около ОХ (а, 8 409). 

8, == Г дз = р. Увя-я «р == Е Увя— 
а 

ричи ^ а — 2 

= ва 

425. Поверхность однополаго гиперболоида вращене, 

— Муки ву = Убе И. 

8. повертноеть , производимая дуюю АМ при вращении ея 
около ОТ (6, в 4093), 

9 О 
8, = 2= | ов Е узая Иду = 

о 

увел --и- риуткув пути п. 

426. Пверхность параболоида зращенйя, 

Фары бура, в = Ур Убрт-нуя, 
5 поверхность, производимая дуюю ОМ при вращении ея 

около ОХ (88 410). 
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ео 
== 2т [уфе УЗречнр аа = 78| (2. = 8: отр ы е-Нр [ 2-+р)УЗра-+ьр 2] 

= [Ау =й—|. 

437. Поверхность кольца, образуемаго вращещемъ эллипса около 
прямой, параллельной одной изъ его осей. (п° 411). 

Эту повврхноеть (8) иожно риземазривать состоящем изъ двух: 
поверхноети 5,, описанной дугою АВ, и поверхкоети 6, , опясан- 
ной дутою АРВ; в эти послёдшя получишь удваивая поверхности, 

производнния дугами ЕВ п ОВ. Дливы дуть ЕЛ и ОМ”, отвф- 
чапщихь одной п той же абедиеев 2, одинаковы; диффервящалы ихъ 

тавже равны; по этоу, обозначая каждую пзъ этихъ дугь чрезъ $, 
& длину дуги ЯВ, или, что вое равно, РВ, чрезъ 5,, находныь: 

$1 . 

8, = 4= у, @8 
'предёзьинтегрировая  адЕсь 
относятся къ переифнной в 3 

Яи= 4= 9.48 

; Е 
о ий] 6 Вт 45,. Эт 

== произведению даины обвод производящео эллипса на, длину 
окружности, опасанной цениром5 эллипса. 

438. Поверхность, образуеная вращемемъ винлоиды оноло ея 

основаны, 

$=7(© — 1) 
ы ы 48 = ев 49; 

у=#(1 — 003$) 

дз 
8= Бы у = 47| (1 — 0059) 812 @ = 

= ве 4% 

= бт ["зиефаф = Заки Раша фаф = и, 
10 о з 
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Интегралы съ безконечными предфлами, 

429, Интегралы: 

= = 
Г Код п [| Е —. 

будомь разсмдиривать, какъ яредлмлы, въ которымъ стремятся ните- 

тралн: 

5 - 
| 42 в [04, 
в —“ 

вогда шъ первомь $, а во второмь & иб, равтуть безтраничио. 
Продфлы эти, смотря ло свойству подъинтагральной фунвцит, но- 

гуть завнобть или ие завиовть оть законовь возрастания 6, или ов, 
Въ первомь случа при произвольномь завонВ возрастаня они ве- 
опредфленны, во второмь — могуть быть вполв® опредфленными чи- 
влами, ло какому бы’ закону ни возрастали ©, или @ и 6. Вели: 

Поб-=9®)-- 0, п функщи 7) в Ф(#) сплошных на пути 

ОТБ @ ДО => для первахо интеграла, и огь — © ДО + сэ ДлЯ ВТО- 
рато, то: 

Ге @% = пред. [ [аз = иж. [969] } [9], 

Ти да== пред. То = прок + = [е ет”. 

Примпры: 



— 168 — 

а. 1 © 1 
9 | я = [ира | = @> 1, 

°) эт (виеа) ==1==1,5701706.... 

9 (@> 0). 

Г. 

1) @>0) 

ее 
= и Е 

=я. (3 +в) 6 т 

5-со 
р) ТА г = (в =)_ „==. 

430. разломене интеграловъ чрезь разложене подъинтегральной 
функции, а также формула интегрированы по частямъ, распространяют 

вя и на интегралы еъ безвонечными предзлами. Это можно видфть 
изъ олздующихь формуль: 

[од = перо [гб = | бда, 

[поавк =[Гкеу] — пезано, 
въ которыхь функц Ён / предполагаются сплошными яв, прохяже- 

ни хоть @ до 6. Допусвая эту спхошность отъ @ хо $, какъ-бы ни 
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было велико 6, н увеличивал 6 безгранично, при переход къ пред#- 

Ламь получи: 

Го ета = Г годае-- [4 

Гоа = [ук] — као. 
Подобное заключенйе сдёлаезь и для интеграловъ въ предфлахь 

95 — < До =. 
Разлагать интеграль въ предфлахь @ и с> на друме нитегрелы, 

въ отавленщемь гой же подфинтегральной функщи, можно опираявь 

ха формулу: 

2 ь р 2 
р, {ваз = Г Ра р, фаз. 

Увеличивая р и сравнивая потомъ предёлы ревныхь пврехвиныхеь, 
ялолучииь: 

пред. го 4 = фас + пед. Г ат, 

или: 

Глов= те) в лов. 

Тоже относится и въ интегралу: 7 70 а». 
—> 

Занбтиль, что послфднйЕ интеграль можно привесть къ интегра- 
лань ев однииь безконечнымь предёломь. Дёйотвительно: очитая { (2) 
оплотною фуякщуею на воеыъ пути д отъ — @до-н В, избе: 

5 г ь 

Годен [подач [подает ’усдаь-ь |? удав 
а отеюда: 

5 “ 
пред, [ (даа == прод. й {д ал-щед. [1 (2) а. 
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ели новлфдн!е два предёла существуют, и при томь ке завн- 
елть первый оть закона возраставя а, второй отъ закона возраота- 

а 
ня 6, то второй можно залбнить преджломь поетотрыли [7 {2 4-—к 

тогда: 

- р 
пред. | [@) аз == пред. [тс 4% пред. Г Рф) ах= 

= щрод, [ле в- "Га = |= прод." Абд--/ д] @4. 

--а 

Цъ чому же приводится и пред. | Геуаг. 
— 

Сльдовательно: 

Пош= пред. ы 1(®) аа == пред. Т Рае = 

= ти голам = ие ле. 
Отеюда: 

Г, (2423 Г
 (2) а (и @) =) 

вая Функщя/? 

т: ®а=0 (его =“), 
ная функщя 

ости ле { (5) ни четная, ни кочетная фунвлия, то, разбивал ее ка дв: 
8@) и ф(@®), изъ которыхь первая четнал, а вторая нечетнол, по- 
дучняъ: 

То Чи = Те @- о = [1 а. 
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Принт 

ан 1 [^/ вуз ву 
] яя 2 НУ], ян ВН) 

1 Га; ег ы = Пета че ато И-П) -еате У Я 5 = 

№ БИ: ‘® ЦЕлое поножк. 
41. Интегралы: | ея й кары ( *& полож, ) 

Г ТР, | 1 а +1) 
ны о Нч › 0" Ы еенуит 

< ав ^° аз Г 4 
=| о НЕ 8 [2 ну О-о" Эа ея] 5] озу; 

© ыы 0 * 
& ТЯБЪ ЕАБЪ: ети = ‚10: 

Г @ = 
о вает = Г т 

Подотаваяя сюдь вифото п послфдовательно: #— 1, #-—8,,..., 

3,2, 1, получены: 

| 3 аа 
о ФЕ — &], ЕЙ 

[| аенв= 8, ят-=5 2 



& ноет перемвожевя и сокращения: 

Г @ 1.8.6.7... 0—1) к. 
‚ = 3— 5.4.6.8 

< ав Е ви >, 
—=2^ Ув = Ув | быту: | феалнет | { 

ствдовательно: . 

> а .3.5.. 081) _ = а полож, чиедо; 
й (кайт == —8.4.8..20 ‘здруй (п полож, иное] 

а похож, 482, Интегралы: ра еб "ад и | пе “ад, (° цблов поки.) 

ы о 

Гл в ‘ат=— [та © )=— (= г п ] патан 

т [Ш р. . 
0: (= Й ), =} —=0; шо этому: 

аа = 
[ 2"е ба ъ|[ 26 та 
о ® 

сэ => 
[ ве “= #—1| 2? ах 
Га о 
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= => 
] хе "аз Г в "4#=1, 
о 9 

отЕуде: 

Гиви 1.2.3....%. 

'Полатвя здесь: # = ау (%>0), откуда = а@у, получниь: 

Готье Гут = 1.2.3...п; 

втвдовательно: 

ва 2.2.8.8 й Та (&>0). 

че _ ета, 
433. Найдемь интегралъ [ т въ которомъ р и я дёлыя 

= 

лположительныя числа, и при томъ <”. 

Будешь разоматривать этоть питеграль сначала какъ предфь, 
ча 

къ которому стремится | 
—а 

та 
ит, КОГДА ПОЛОЖИТЕЛЬНОЕ ЧНелО @ рае- 

теть безгранично. 

Корин дЪлой фушкщи 9” +1 воб мнимые, и попарно сопрязжен- 
но; они найдутся изз выраженя; 

(-+ух 
2" 

<: 8-0 
603 и, 

цогда въ немь числу ® будешь приписывать значешя: 0, 1, 2, 8... 

... т 1. Эти ворни; стало-быть, будуть: 

ог пух 
и :, 6085, ба, 

8 Ри Сов бы оЕ 3= и. 3 
5я 20? 6085, 915, 
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, ИИ 
4085-5281 608 2% зи 

ен оенаненнньь 

ен о оренаннань 

(1х в 55, Е, @ Пт 
Во -ы 181 т Ч. —. 

— 11. 
Обовналиыь ВОт тот 9рзъ $; для первой пары сопряженныхь 

. И: р __3* } 
ворней: фа.) для второй: Фа) И т. д.) п для повлёдней: 

(2—1 т 
Ф= 
' 3 

на проегвйшя: 
эт 

Равложитиь дробь ил 

РАЯ У А + В 

ат = зо оз ии | 

Въ этой сумыв и паръ дробей, и въ кавдой пав 4, Виф 

ибють овом значения. По правилу по 313 нызенъ: 

рт 
А (ее) Вл 1 ов фи ф 

= [в (2и—@т+-1)) 9—9 (2®-—(--1)) 5] 

= [ов 9-55 ея = 

= ак! 08[ (@--1)я- (2и--1)е | 41 [(9#--1у— (и) |} 

— — = [ 08-1) ] 

дет 

я Ф-—1 319 
В — 2 [з(@т--1)о— аи |. 

ели обозначимь (24и--Т)ф чрезь ф, то: 

А=— а 08$ +814), В=— (608 ф — #09). 

И тавь: 

эт _ 1\Щ/ сафеиф во ф-т 
жит Эт ты 2 — 099—109 й— 609$ 98$, 

1 (2 с03 $) 05 ф—афяшу 1 Ут ти 

в да — Рровф 1 ай — Эро ф =Т 
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Е реа, 
т Я Зее фыЕ 

1 У [Ия 2260891) Вей -в 

2 бет а __ 

Гажа = 
608 ф 7 1-20 60891 4—0 1 ан00в 9 

[= ева сов оф (во ЗвФ 8 эше ) | 

стремится въ 1, а хога- бъ возраотанемь @ дробь = = 3608 Ф--1 
. в— 5059 + 0Ф 

риемь вя въ 0; ЯробЯ шо И ар  РАбЕУРЬ безгранично, при- 

намая поломительныя значеня (танъ павъ эт ф >> 0), и отало-быть 

аркитихоноь каждой изъ этихь дробей подходить въ 5; по отошу: 

= У (28+ Па, 

бит 
2 “ 

ТВ: @ = 

Сумыу $ вт (28 -= Га, въ воторой ® членовъ, упроетимъ: 

Ут (28 + 1]а= таня За--зтбае-н.,.-ы т (2и— [)а, 

зто зд (28-1) &=88 и 5 а За т ат бете... 

в (2 —Пазва 

160828 с0596054а 008 4а—608 6 — ыы : + = =, сева 52а 

908 Эна __ 1 воз (ия 1; 

Рио ииы 

слфдовательно: 

1 за (28 == Уна (2% Па= "щия — о инЕЙт, 
зи 

И зань: 2" 
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Подъинтегрельная фунщя 2 четпая; по этому: ик 

а а Г ата 1 и 
2 ат атзл?} ата = ста В 28 ° о 

ча бат _ 1 ти * аатаь пред. [| бисел == Пред, | бил == . ся — жет 
2 

Отсюда видлыь ножду прочинь, что законь возрастал @ ие 
нифеть втяшя на предфлы интетраловъ: 

+ 
| ата. Г атах, 
2т-- ата? 2 ° 

& по этому еъ предфломь первего изъ этихь интеграловь одинаковъ 
п предёль интеграла, 

когда а и 6 растуть безеранично по казому угодно закону, — что 
подтверждается п олёдующимь разложоветь: * 

5 а Г тах рта + |. ата нае 
1 т [язя чт СГ 2 За 

тавкъ важь предёлы двухь послёднихь интеграловъ одинаковы, по 

причиЕь независимости ихь оРЪ законовъ зозуаетаня ВЪ ОДНОМЪ 4, 

въ пругошъ 6, то: 

о ет а 
про. и =. Т 2. 

И тавы 

Пятаь 
| апт — бит? Ро Ия 
< т=<® 
таз ы 
дети = ВЕ. о т — и бин 

Зв 
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53 -тар о (ат ат в> 0\. 
434, Интегралы: | и [ = ( 2 

8 о 

Въ послфднемь ивтеграль 2? 488 положим: 27” ==; тома: 

: а, 
ат Эн у’, та у * @ ео 

® предфлы интегрированя относвтельно у будуеь те: 0 я ©; по 
этону: 

сэ со и 
ата 1 Гут ау = 
зп. = тт 0 1+ и ИУ 

с. о . р 

зн-ы1, 
Слфловахельно, обозначая — чрезъ а, нывезть 

52 1—1 4 
[Е и 
5 

Здфеь а предотавляеть дробь, въ которой зивлитель нечетное 

число, а знаменатель четеое, и при томъ числнтель менфе знаженате- 
ля; но не трудно доказаль, что формуле (А) ввуна при вояволь зна- 
чени а, завлючьющемоя между Оп 1. Для этого замёнимь и # 
произведещяии зи и яй, очитая и ® цфлыиь числонъ, а % по преж- 

. нему менфе м, ‘стало-быть п эиф мене 4; чогда: 

вже _ш № 
ар о ви" 

Не изыфняя 9% и п, будешь увеличивать #; тогда @, изифняяеь, 

будеть подходить въ своему предфлу =. Виботв съ @ будуть ивыв- 

а 
оставаясь равными иожду собою. Орав- 

о па- 5 4% няльея [ =—- ——) 
о 1-х зтах 

ивая ихъ предёли, получим: 

"_) ая = 
| ре = (В} 

и, 
п. 12 
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Фувь уже чнолитель и знаменатель дроби : произвольных цвлыя 

Чибла, ТОЛЬКО ©Ъ ОДИНИЬ условемь: <Я. 

Въ формулв (4) параметрь а можеть быть и несонзиврянмиь 

числожв (между 0 и 1). Дйетвительно: всякое невоизывримое число 

а (яду Ои1) мюжво разематривать кавъ предвль сопанфриной 

пережвиной дроби», (въ которой ж < и); по этому, изубнля Ра иод- 

зодя въ прецфлу а, я сравнивая предфлы частей (В), получилев: 

(интеграль Эйлера). Г за _ тп 
1. 7 ине С) 

Изъ этого интеграла ножно получить другой, подетавляя въ ненъ 
1-—а вифето а, что возможно, потому что 1— @ также заключаетея 
хевду Оп 1; тогда будеть: 

р пох [6 
15 = ран иная <1/* 

Слфдовательно: 

—_ а 
=. 

Этоть результалть можно получить иначе. Положимь 2= р тогда: 

Чи пам 1 м 1 у Фо ен, Иа, 

Р -тал Г у“ ау ГР Е” 
оо]. в г 

= ата от 
435. Интегралы: | Чазег” " [| аи (<). 

. 1 
Въ формул (В) в 484 положинь: 2" = у; тогуа: 

в з 
д", ау", в др == пу" ау, 



слВдовательно: 

Г 1 др = и (пятеграль Эйлера). 
вв Е 

Завеь т п п пронввольныя чиела, удовлетворяющя” условию: 
т<т; по этону выфето #2 можно подотавить и разность # — #2, ко- 

торая также изнЁо 28; тогда: 

2—0 = Ж_. 

] а 1 ^^ @—т) = в? па зат 

отало-быить: 

Ы ааа и аа 
5 та авт * 

Въ этому же заключенио пришли-бы преобразоваюежь интеграла 

въ другой, связывая х оъ у уравненежь: 2 =;. 

'Подегавляя въ найденных формулы вмфсто #2 и ® послёдова- 

тельно: 1 и 3, 2и3, 1и4, Зи 4, Зи Ф, пт. х., полуяеь:. 

Г 42 __ | Ш | М == = 
о #1 о 281 ззый 875 

> бе 22 лаз = т 
о Я о м 

Г ааа Х пе 
‚ ал фот. К. = 

4515 

436. Интегралы: ^2—* 20562 де | шей (@а>0). 
а о 

—а 20395 пе “зщ бе при 
12* 

Вь эчихь интегралахь функщи: е 
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&— со не предетавляють неопредёлекловеи, не взютря из тб, Что 
при охоль множители 0565 и за Ба неопредвленны. Действительно: 
при безграничновть возраетали 2, твжь казь «>> 0, множитель =“. 

отремитоя въ 0, № собр и 3110 не выходятъ изъ границв — 1 и-+1; 

зо этому предфлы фуведиЙ © “7 60862 и е` эй 6х, вотда $ раотетъ 

безгранично, вполн® опредфленные; предвлы эти — иоли. 

Обозначииь первый интеграль‘трезъ д, второй чрезъ @. 

Интегрирование по частям доставить: 

=> га = а ыы 
э= — 08654 = (-— Сутв) — 

$ [7 ва 
«| Е 97 па 0%, 

о 0 

©, ат —а= , = © 
9 { за беа (-= аш) | 19 

о о Го 

& ТАЕЪ БОБ: 

то: 

озу 
а ъ 

Р— ру, 9— вм. 
Й тавъ: 

= < 
— ах а —@® с: — ъ | 2“ арт = де, | в 04а = вру 

437, Занфнемень переифнной интегралы съ безнонечными предфлани 

нонно приводить яЪ интегралань въ предфлахъ хонечныхь. Положинмъ: 

1 . . 1 4, д=У; тогда: 2 у ах те} ствдовательно: 

Г = 

Гы - Г -| “Вы 
Юз 0 

Воли ниж предфль ничеграла есть О’ то можно предварительно 
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`азаожить ипаеграль на два: одинь въ предфлахь О на, другой въ 
предфлахь @ п ®о, и поблднЙ преобразовать вф интеграль 0 конеч- 
чыми предфлами: 

2,1 
[то @— [го @-- | те) @= [ а) аз © аа. 

х Преобравуеиъ Г Р(@®) ах положенены е “==. 
а 

4 
#=—Фи=И, @8 = —",, 

или: 
р а 

с 7 В 
| гов =| аа = | № др, 
а г Е: 

о о 

Прилиьры: 

к из П 1 
а УЯу =| 4% =. ) Гб =. 5 

°° ав 4 14 _* 
в) а а = ат р 5 о ° ь [1 

2? паз 24 5 ваз . 
в) а = = | =; 

< пае Гы . 
й = Е ы 

Г? зат ы та И: 
я Е [5 Е Е о [ет 

° 

2—1 . 1 
(ов 2) = = Авив ЗУ 



— 199 — 

[№ Г: * 4 Г @ [ Е 1х 
9 в ая--1 а бы 

д 1 1 1 1 4% В ( —- = а 
Е 2 \де--вуа-ьЕ ва 

= [внив(отИ8 +- 1) = (2 УЗ — 1] = 

1 ® 

Г 4х 

ое ить" 

Интегралы разрывныхь ФупкциЕ, 

438. Составим поняе © тавихь интегралахь, въ которыхь 
подъунтегральная фунешя разрывается, обраллалеь въ безконечноеть, 
для предфловь пт между продвлалии интегрирования. 

Путь © > а, я на веежь пути 2 оть 2 > а до = функшя 
{(®) оставтея спзошною, & при 2=0 обращдетсл въ ©, Подъ ините- 

5 
зраломе | Р®) аз будень разумть дредьлз, мб которому стре- 

р 
| 

затея интерале | Ге) ас, коде в5 нем положительное 
а--а 

подходить кз 0. 

Ь ь 
| Ге) ав == пред. [ Рада. 
а а-- 

Вели же /(6) == сз и фунищя [(2) сплошная на воемь пути 2 от 
в до 2—5, то: 

[| гда == ци, Теда, 
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Воть положительное & отремитея къ 0. 

Наконень котла и Ё(@) = <, и} == <>, 10: 

ъ —= 

[ Рааз = шел, [74 “ БА. 
Пусть чешерь фувьшя {(2) обращается ВЪ <> на пути 2 между 

ъ 
ан в, а именно при х = ©; тогда чииеталоме | {(®) де назовемь 

а 
лредтль, кз которому стрелюитея сумме 

я—% Ь 

[авы [| дао, Е а 
кода поломеителуныя количества в ц = подлодяте паждое 

из 0. 

Этогь предфль, вообще говорл, завиенть от закона, по которо- 
ную н = стремятся въ 0, в стало-быть предетавляеть величину не- 
опредфленную; но въ чаетиыхь случаяхь можеть быть единотвеннымь 
й вполнв опредрленнымь, по какону-бы завону © и $ ни подходили 
хъ 0. Вь случа неопредфленности, значен1е предвла послёдней вум-. 

мы, соотвтотвующее о==е, называютъ масныма значеемь иние- 
зрала. Это главпов знамен о стало бы есть предть сушить: 

[Пед ао [бд 

Зехн /(а) обращается ВЪ ©› два раза между он б; & именно при 
д=ан ци 2 = В, то, предполагая: ао В<5®, подъ инииера- 

ь 
лом Г Г (@) ах будемъ равужёть иредье суммы 

а 

ао фм 
Г {аз + р 1) а = [о Чл, 

козда поломительныя @, в, ©, ИЕ, СЯреМЯтСЯ #5 0. 

Подобное же опредфленте дадижь ннтегралу и зъ случаяхь трехъ, 
четырехь и т. д., разрывовъ подънитегральной фунещии. 
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Въ поленен:е приведень пряжхвры: 

а . а @>0 
Первый прилтура: Е ( . }. ы | ВЕ &>о 

1 пах “4х. 
(==, о 28 — пре. [я 

я де + ( 1 и, 
а-г), в} я м Ре #1 

да о ` 

пред, [зы пад, |7 пр. 2 =, пий=1. 

И так: ‚ 

— <, Пяйг 1. 

> 
й Гав &>0 

Второй примюрь: : 5> о). рой прил [я ее: 

о 
2 

Чтобы интеграяь | Е быль вещественные, необходимо чиелу 
—а 

& быть или пфаыхь, или дробвымь съ знахенателемь-числомь ие- 
эт 

четнымь. Воли # цфлое четное чнело, либо дробиое формы дит» 10: 
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1 . 2т--1 
И ; воли ще № нечетное чноло, либо дробное форум 5,» 

1 
10: =» —=— 1 *). Обозначимь для враткоети Се 98ре3Ъ 9, 

АВВ 910: 

3т_. р т - 
0=1, при == ад; 9 1, прив = 5. 

И такь, считал #.чноломъ, подходящимь подъ одну изъ двухь 
лослфднихь фориъ, избенъ: 

6 
г 48 ах баз |_ и Аи) 

| ав — ПОД. [5 о] — пр. в 
—а 

Ив, прол. ев 
3$ т - 

Юли 61, 0: пред, (© > бы" 0, п тогда: 

Рав ыВьва- В, 
| — 

бело, быть при & < 1 послвдийй интеграль’ пряводитея въ би 
ина 
ре 

Пуеть чеперь: & > 1; тогда: Внт 

пред, (а —&+ 901-й) _ пред, (© + 57 
#—1 &— 

по этому: ==. 

т — - т > 1, двузлевь &— +067 * 

въ разности = ^ —в"*, члены которой равтуть безгранично, — 

И 10 этому предфль развостл остается ноопредёленияив; ояъ можеть 

Если же в приведетоя 

Эт эт 

2-1 ви 

зомъ четкыя, во второмь иочетныя. 

$) Въ выраженикь закпочвются и пфлыя чиена: въ вер- 



— 186 — 

принять то или другое значен!е, омочря по тону или другому закону 
5 

приближения о па къ 0. Тлавное же значеюе внеграль | г р: 
— 

а 
повябдиемь случа будеть: вы 

Нажонець въ луча: # = 1 ямфень: 

—ы 
ь 

щи [ [9-е [ и |2 [ 8 |= 
а —в 

дел. (Ю—& — м -- №) й пред. и 

Предль р величина неонред®лениая; по этому я интегражь 

-ь 
| Е число неопредленкое, Главное же значене этого ивтеграла, 
а“ 

ъ 
воть 2 

Днфференцировалие интеграловт, 

439, Въ фуннция /(х, х) пуоть а, пзыВняетел незавневмо от 2. 
Зудемь это @ называть перельнныме параметроме. Ивтеграль: 

[Го вв, 

независнщей, конечно, отъ х, есть функийя параметра © и предфловъ 
интегрированя аи. Мы можемь дифференцировать его по <, по @ 
и пор. Если ©, и Б возависины, то при дифференцированти его мо 
вх, олбдуеть в иб очиталь постоянных; при дифферонцироваяйт по @, 

постоянными булугь х и, & при диффереяцировани ло 8, — она. 

Предполатая фувкдио /(%, а) сплонною на пути 2 0тЪ @ до, и 6а- 

ный ннтеграль сплошным» по отноленю къ о, @ и 5, станень диф- 
ференцировать интеграль по каждой изь меремфнныхь а, ап $. 
Путь: 

Ле, дубр = ба) -- С, това фи == Г, 9); 
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тотда: 

[ге 2) 41—96, в) — о (а, а). 

ифферевщируя это равенетво по фи по а, получимь: 

[ле аь [зу д 9 
й 

$ 

Ге 5 | =— $, (@, ) = — (а, 9. 

Отеюда видить, что оромзеодная чнинерала Ри (2, а) ах от- 
ЙО 

носительно веренязо ео предлла равна значению подзиниераль- 
ой функиби для веронаю предъла, а производная ео относи- 

авльно нижсняю тредьла равна значению подотецимльной функ- 

и для нижняю предл, взятому сё обратныме знакомд, 

440, Теперь найдежь производную интеграла р Ре, в) аз отво- 

сительно ©, предпохатья предфлы а и незавиенчыми отъ с, Дадимь 

© праращене Ао; предёлы интеграла, давъ позазяслийе 01% ©, не 
пвнфилтел; по этону приращене интеграла выразится разностью: 

[ола Авар — | р вдат, 

а отнощене приращендя интеграла въ преращеню ох 

А 7 у, да 1 фе, ада) «у (дах 3 Ди Да) 
ут 58 | да 42. а 

"Разновть: 7 Еле) У) 
* Е 

— (в, 8) спрешима къ 0 виботв 

ь Да; обознолиуть 06 чуезь в; тогда: 

п | (ге, дк |@ = |, Г. (в) дон оф. 
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ыы : 
Но: 49 &х = ($ — а) ®,, гл в, веть значе о, воотвфт- 

ствующев одному изъ среднихь зпаченё 2 цедру и 6; крошь того, 
© стремиися въ 0 виеозв съ Ас, пры волком # нежлу аи, етало- 
быть и при среднем; и потому: 

$ 
пред. 04-6 — пре, ©, == 0. 

Слбдовательно: 

Гербы | — ри убь)а, 
т. в. производная чнтерала равна интералу вв пньтз же пре- 
длахь отв производной подзинтенральной функийи. 

Стало-быть, пролифферевцовать инчегрань по параметру, отъ 
Ботораго предёлы внтегрированя не зависять, иожко выполняя диб- 
Фференцированае 7005 знакомё интерала, 

Распростравимь эту теорему на случай, когда одинъ изъ предф- 
ловъ интеграла, или оба, безконечные. 

Обозначить чрез ‹ разницу между интеграломь р (а, в) ах и 

670 предвловь, орда р растеть бевтранично; огдА: 

Г лендан-ы в [Ре дав, 

[Г Гб а» |= [Р ев) «|= Г Рева. 

(5 возравланечь р, Количество в, & етахо-бытр и &’„, отремитея 
&в 0; по этому, пероходя къ предфлель, получниъ: 

, 
© г Функций (о, а Ри 6 4) 

[Г (в, а > Г. Г, а) ат. лы опошыми “ 
а 

Также докащетоя, что: 

Г. Ре, в) =) = Г.в 
®, 
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441, Прьвило диффоронцирован!я подф энакомь интегража даеть 
вредетво находить мноте опредёленные интегралы простымь диффе- 
ренцированеиь. у 

Дифференцируя % разъ: 

=> 
[ с баво-" (а>0) & 1429) 
о 

10 ©, вводя при этожь веявйЙ разъ иножителехь — 1, получиуь: 

<? ива 2_1 1. = 
р 

Е - ь 8 

фо в) че”. 5 в ри 1 
й аи въ 10482 

Постулая таже съ равенотволь: 

© . И 
й (на) = Ё хе (&>0) (1499 

получинъ: 

Г 17-8 = 
о 



— 190 — 

Зл-ы 

ф 1.2.3. п-ка) "Тау 5 а "; 

& отсюда: 

со а 1.3.5... т было въ 
р Ц(кауны 2.4.6...28  2а®Ух ( 481 ) 

442. Диффоренцируя # разъ по о равенбтво: 

те 1 |= в (@>-—1) 

получи: 

аа } ь — в, 

тала 1.2 
2 (ши аз = в 

1.2.3. Ка (аз = —вн 

Г. “(ааа = = Е, 

Отеюда, дЪлая & = 0: 
| . 

[боче-еСу.1.9.8 
° 

Этотъ результать ножно получить ниачо: полагая 4% = — 2 (0т- 
— БДД: © = *, = — 6 * 48), каходлиь: 

Г я о ыы [ в 14: == 
=> 



— 191 — 

= Гав (17 1.2.8..1. 08 488), 
о 

Давая я значения 1, 2, 3..., получиыъ: 

и Е хз 

[шае-=-, [| бав-на, [| фи = 6, 
о о о 

Эзв увтегралн — опредъленныя числа, не смотря на то, что 
при 2==0 обрашаетсл въ — <=, Ихъ можно разематривать, кавъ пре- 
ДФлы интеграловъ отъ © до 1, когда положительное © отреньтол къ 0. 

у я ‘ а [де ав = пред. [| ()° аз. 
К [22 

Даля повфрки найлель И 1х 4х, вазъ предфль интеграла; Л па: 

Гоби. = 1-ю -ьь, 

[прах = пред, [2% пред. (—1-— оо + в) =--1. 
о ® 

14 т 
443. Въ форхуль: ке = [2 

тб. а положим и == (2>0); тогды @2=%, 

ре ах 1 № 9—4, _ = 
о 1 ат) ужа зват} 

& отеюда: 

а , в> 0 В 48 е-1_ ( =). 
а Знает Вы 

Дифференцируя послфдиее равенство я разъ по‘, вводя при 
ЭтОмЬ веяый разз лножитель — 1, получим: 

Г 29—14 Чена == (1-——@) ай *. Е 
зшат? 
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5-1 а. м 1.2 Чеыые = (1-9) (8—@ а" отн 

ме 9) 08 -да- ь (е-а) Зв ат? 

1. [ее И -99—0)8-9). еда ут › 5 

отд: 

<? в-14в (а) (2—а] (8—4).. (па), ® 
| бое 1.2.3...я а @зщак 

| > 3 (. цЬа. полож. число, />>0, & 21 

444. Чтобы продифференцеровать по © нвопрелленный нитегралъ 
Г Ре, х) а, предотавимь его суммою: 

г Гео --0 (8 365) ( прове 
а Функц а 

зъ поторой и примвияиь правило дифференцироваюя подъ знакомь 
инчеграла; получимь: 

[ие | =, в, дав". 
. “ @.. О 

Вторая часть этого равенетва, въ которой С’, произвольная 
фунещя о, продотавяяеть неопредфленный интеграяь |’, (2, ©) 42; 
п потому: 

[1 1,6) &] = [в да. 

Отало-быть правило дифференцироваял подф знаконъ интеграла 
привняетол и въ ивопредёленнымь интегралязъ. 

Дифференцируя по этому правилу извфегеые неопре дфлевны 
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интегралы, можешь находить новые, Такъ дифференцироване по 

интегралов: 

сов 
с [ повоа Е - 0, [зпохав = — +5, 

приведеть дъ интегралаиъ: 

. п 02—22 08 в 
[пора е т теб, 

сов виа п о ооо о д = Не 

445. Мы дяфференцировали интеграл | Е, а) 42 по а, предпо- 
а 

латал предфлы интегрировояня а и  независящими отъ ©. Пуеть те- 
перь в и фунещи ©, и требуетея найти пролзводную интеграла, от- 
носительно ©. Обозначимь интегралть буБвою 4%. Онъ-фунещя трех 
количестве и, Би, изъ которыхь первыя два по отнощеню вт о 
сложчыя числа. Лиффероннируя его, получеыь: 

/ , и“. ’ ' = 

Эдфеь (и,} выражать полвую производную % по о, %,’ производ- 
ую № о а, считая @ и 6 постоянными, м,’ производную % но $, ечя- 
таял о д @ поетолнвыми, и наколець и, производную # по @, очитая 
& и В повтоякными. Опиралеь на п°1° 43$ п 440, илвомъ: 

Ее, ву бо, в = — в; 
влдовалельно: 

иода | = дачные) 
1. в. прбизводная цитерема равна чинтералу оз зтьхо же те- 
дъласв оз производной подзиитетальной фуннийи, сложженному 
с произоедещемь производной вероняо предила на значене 1005- 
зиилеральной фунии для верхняю предьла, без произведения 
производной ниокняю тредила на значеще подзинтетальной 
функийи дая ниоюняо предпла. 

и. . 18 
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Кь этому же ревульталу придемь, составлял отношене прираше- 

ня ивтотрана въ прирощеню ©, и переходя потошь въ предёяу отно- 
меня. 

ь 5-5 |] 
8 [7 =) аз Пеаныя а —1. а) 92 

тт = 8 

| " Дб неда) Чо == Г Л и--де) аа += || уе а-я) и — || ° уе, а 
сы = а 

Аа 

- ные 
и анк [Ибоичьда бо н . [томск увы 

Аа а 
2 Е т 

Ру (сад А — о р В ана) — ша), 
‘в 

Здьсь $, средняя величина между 6 пб -=- АБ, а, средняя иежду 
апа-+- Аа. Эти вредил, съ приближении Аа, въ 0, стремятол 

первал въ $, вторая въ а. Отношения г Е. 1 отремячея первое- ву 

5.', второе въ ау’. По этому, сравнивал "еды равныхь переизи- 
пыхь, находянь: 

ь Г № 
рев ве == [ и бь дав, гб, виа, 
ели @ поетояннов, а =, 10: а, ==0, 6, == 1; тогда 

[ль =] =Г ле, де +1 6,9 

Принир: 

“45 
[а 

Новурка: 

“ 1й 4" « 
7“ до 1 течь й я 
Га | ларь (8482) ==28845 1 =, 

№ {= +1 о 



Г 1 ) ав Г 2айе Ы 2 
ока (ней а ви› и о 
В , 

1 1 _ = 
Газа = да 

Кратное интегрироваше. 

446. Фуньдьл, по данпой производной вя выипаго’ порядка, най- 
детоя поелфиовалельныйхь интегриронавень. Тавуь, вели: у” =/(2),10: 

= [ва у = [ [29а 
= [4 [79а] 

Два послёдинхь интеграла, короче изобравають тавъ: 

Игоал, | [Ред ат, пт Рода, [® Ков, 
п наЗывають иииеалалиье оторало в третьло порядка. 

Ели /(@®) воть я-вя производная у, то у по отновеяю въ /(2) 
будете лиллераломе п-го порядка: 

УГО, у= [го 
Въ ревультать двойнато интогрированя, вромф фуньщи, зази- 

сящей отъ данной, зойдеть пвлая вида: С.2--0Оь, в5 которой 

воэффищенты О; в С, постоянных произвольныя; въ результать трой- 
нато иятегрированя — пфлая вид: О, #*-н О, 2-н 0, (С, (,, О, 
пост. произвольныя), п т. д. Вообще интеграль я-то порядка 

{Г (2) а!) няфеть вид: 

я— — 6,, 5+. Сы Феб ео. 6, 9-, (ити); 
я-ая производная кашь этого интеграла, тавъ и чаети его ф (2), 

. 18* 
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равна (@); в и-вя производнья дуугой части (заключающей поет. 
произвольных) равка 0. 

Прива 

Ш м =) ие р: 

60394 
2 

и = б-- зая = [(
в— 95) 

у’ = [902 =№— — 0, 

и — в — 00 --,, 

Г -- бед (оо НИ 0ач-0, 
а 
Вр. ( яр [#1 5 34 

22 508 2% 2 ‚ =5 ООО, 

5—1 ь) = ант! ПАЙ у. 

у а А С О5-0, 

ели одинъ изъ нитеграловъ я-то порядка давной функции най- 

дент, то, чтобы получить веЪ, надобко къ кайденному прибавить 
суину: и 

Чо *-...+0, 8-0, 

въ которой С,, С,,..., О, и О, повтоявныя произвольныя. 910 

видно ивъ разности иежду двумя интегралами и-го порядка одной.и 
той же фунвили; разность эта есть или поетоянное число, или цфлая 
фунещя не выше (и—1)-0й отепени; Дйствительно: вели производ- 

ных 7-го порядка оть фупкцуН № и © одинаковы, то: 

@— 9) =0, 
отвудв: 

оО 1-0, *-...Н0, „8-0, 



— 197 — 

447. Нратный интегралъ функщи объ одной перемённой приводится 

кЪ совонупности одиночныхь иинтеграловь. Обозначая [/(2) 42 чрезь 

р, и интегрируя по частльь 242, нолучинь: 

рае ар — [ар , или: 

зкоая = Го аа — [= а) 4. 

Тавнуъ обравомъ нятеграль вгораго порядка приведенъ $ хвумъ 
нитегралахь первего порядва. Чаеть Этого интеграла, содоряюлщая 
повтолипыя произвозьныя, (0,2 -н= С,), заключается въ полученныхь 
чаенахь: 0,2 въ первомъ, & С, во второмъ. 

Обозначел теперь интегралы [ {ада п [2Г(е)@х, первый опять 

черезъ 12, а второй черезъ 4, получим: 

ЛЗ Гоа =ор— 9; 
по этому: 

[подай [вв [2 [95 [9% 

= р [Роб -- 900; 

20: ф =1{(%) 42, 4=1{ (2) а; сибдовательно: 

ла ры [Гобе— ва [в рбдал-+ [ге ав]. 

И‘заЪеь въ полученныхь трехь члелахь завлючаютел: въ пер- 
вошь 0, 5°, во второмь Оу, въ третьень (.. 

Также налли-бы: 

Ро 1 [#2 [ода — зая [о обо загар 
1.2.8 

— [2гож] 
По авалогии: 

(и) 

аа" == 
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О ДО и О 

ет а деда (1) [87° 7) № 

Въ справедливоеги этой формулы убЪдниел, волн, допустивлих ее 

пра нкоторомь опредфленкомь значении 2, распростражныь и на зна- 
ченйе *, одиницею большее, — или еще лучше: продифферонцируемь 

последнее выражен! е я-+1 разъ, и поважезь, что результать диф- 
ференцированя будетъ /(@). 

. Соедпинаь прежде во члевы его въ одинъ пятеграль. Эчото до- 

оТИГНемЪ, заифнля пеопредфлепные иптеграяы опредфленпыми, и внося 

потомь иножнчели, стоящуе ви интеграла, подъ знавь питеграле: 

[Геза = га -- 9 

ао пеаа-- би = [Г Каан 0® >), 

Такииь образожь, обозначал вторую чаеь по аналовш наппеан- 
ной фориулы буквою Х, получиыь: 

Гоа и в) и 
Х= >| [+ та -- "и... 

“ [2 

1 
3.2.3 1.2 

с У и] Роб. 

а 
Га 

п (и —... в, авс, 

Произведеня постоянныхь произвольныхь с; с,..., 6, в. 
1 обозначииь чрезъ; С,, С:,..., Ч, С,; тогда. а- 

чая сверх того, что: 

_ —1: — 
2" — па пе Ва Е СОА 

+) Внося и" подъ знакь интеграла, мы, конечно, при интегрирован 
эт у (8) а, будешь а считать постоявнымь, 
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получим; 

Х= оу [ (#—2)Каа--ои--0" *-+...+-0,_а-н0,. 

Телерь остается доказать, чо производная отъ Х (#--1)-го по- 

рядва равпа { (2). Дифференцируя смерва ивтеграль [ в (2—4 

по правилу и? 445, ны увидниь, что производныя этого интеграла 
отновигельно 2 будуть сбрующуя: 

порвато порядка: "| 2—2 Ро, 
а 

втораго: %(и— 1) м 2—3)" "Ра, 
ы 

третьяго: 1(и—1)(#—9) Г ©” "Гоа 

и): и —06—9...32Ге-д/аа 

я-то: я @—1)—9).. Заале 

(и--1)-то: »(—1)(#—2)...3.2.1.7@); 

производная же (2 -- 1)-го порядка сумиы: Са“ = С. +. 
. 0, „5-0, воть 0; п потому: в 

"и == Г. 
И тавы: 

(из-1) 

[да = п я я -- 

0, 8-0, 
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Прилюро: 

== 88; 

у =| еее = Ы (и— ара зан бй-ь бд-- С; 

ё : Ё (ое аа Г вое [(е — ЭН = 

—_ (у— 5) ея 
= —[* го 12 == М ег 4 

— рее, 178271) :—@—8) 
= ат 4 О (2—8) 42 ся ЧЕТ 4 

НЕЕЕИО 1-8 Зв) ме 8]. 

р о . $6; 

3—1 
Не -- 6 #--0,5--0, *). 

ИНТВЕЕРАЛЫ ФУНКЦИЙ 60 МНОГИМИ 

ПЕРЕМЕННЫМИ, 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОЛНЫХЪ ДИФФЕРЕНШАЛОВЪ. 

448, Путь + фунщя двухъ независиныхь перемённыхь 2 и у; 
требуется найти эту функию по данному ея полному дифференщелу. Въ 

данномь полномь дифференталь 

Чи —= Хаз-- Уау 

3) ба занлючается въ 0,22; 6-5, обоаналено чрезъ 0). 



— 201 - 

Хи У будуть частиыии производными 01 и, первая относительно 7, 
вторая отновительно уу: 

Е дв 
=Х% = т, 

по этому: 
2х @и _ 01. 
ду’. дубе дк, 

савдовалельно: ре 

м (1). 

Такому уеловшю удовяетворають коэффишенты Х н У двучлена 
Ха -- Ху, цогдь этот двучлонъ полный дифференщаль. Отеюдаь 

завлючаень, то не всльй двучлонъ вида Х@х-= Уйу есть полный 
дифференивль функши. Необходние (н, вакь поез$ увядннъ, хоста. 
точно) увлоте (1), чтобы оз быль полный дифференцаломт. 

Допустижь, что уелове (1) соблюдено, к отанемь новать фунЕ- 

Щи м по вя частныхь производнымь: Х в 7. Сперва обратиноя въ: 
д 
= — Х; питегрируя гу частную производную по 22, получияь: 

д 
= | Х@=| Ха, 

"а 

тиВ а опредблевное чнело, (выбраняое однакоже тавъ, чтобы около 
&=—а функции Хи У оетавалиеь золошиваю), & © фудещи одной 

поремнной у. Вели-бы искомое # удовлечворяяо только одному уедо- 
д . 
„= Х, то о било-бы пронввольною Фунещею у; но тавЪ нажь Во: 

в удовлотноряоть оше уравнению: 9% У, 0 функцию © нахобео 
и — 

ав подобрать, чтобы иропзводавя сумке Г Х @в-- оотносительно а 
у равнялась У: 

[хе] = Гы а 

[2:4 . . зу Товдеотвенио тавио 27 = 1 по уеновию (1); по этону: 

= %=7—(1— =, *), 

*) Ро сеть значеше У при а 
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очкуда: 
у 

=, 8 =], Х, ду 6, 

ед  опредфленное чисно, а С’ постоянная произвольная, не зави- 
сящал ня отъ 2, ВИ 0тЪ 9. 

ЗИ чан: 

в Г ар [3.4 0. 

При интегрироваюн Х @ слёдуеть у, вакъ независяшй от 2, 
Статаяь ПОбТОЯЕНЫЪ. 

Даля повфркя продиффеннируен» вайденное № по 2 н по у, 

[хаж-+ Г х--0] = (хе) — 

ле х ы+с] = [бар 

= [а = +у и. 

Эта повфрьа Указывает между прочпиъ на то, что пеобходиное 
;, 9х 9 : а чтобы суниь Ха -- Уйу быль пол- 

нызеь диффервищалонъ. 

Теперь спрампивается: воф-ли функции, ныбюция полнымь диффе- 
ренщуаловь сумму Х@х-+ Уйу, заключаются въ найденномь выра- 

жепи и. Попустимь, что функщя и, инет тотъ же полный диффе- 

фениуалжь, т, в: . 

фи = Хаз-+ Хау; 

тотда: 
= ды у, 
о т т 

етвло-быть: 
а, —1 9, — О, О. 

ву 
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Отеюща завлючаемь, что разность аи — ® величина постоянкая 
(пе зависящая ли отЪ %, ни отЬ 9). 

Слёдовалельно иёть такой функции, которая, имйя своишь пол- 

нымь дифференщеломь сумиу Хае-н Уду, не заключаловв-бы въ 
. 9 

выражен: р Хал- А Ху 0. 

жити: 

а) д-р в) (В —Рйу--у—З)ду; 

(лучи вине) 
, 

Е 
3447 —Вау 

услоше (1) 
собатодено, 

(82 и — Вт у-- 29 3) =947 3—8 у 
Е 

п [бала уе150Р —Вр-- 2) @а-- "(у —З)ау+ о 
‘о Г 

Зуи бай 4 За Зу+- 0, 

ь) (ош Зав) ям Рынуз 

р Г ( За и—Яа у ал) ве ЩЕ : и [#3 

212 ой = -наюв, у С. 

в) бе 25 аа ( 3 =) ау; ау Ра роет 

и— Кай Зу--в—у-— С. 

0 ди—= [0-3 зще-н (+ 2лу— у) изза 

—- [22 — 1 зая — 085 — 31] 4у; 

и (у — у) ша — уз Рову-н С. 

Занвтинь, что функдио № можно было-бы пенать, интегрпруя 
члены данной суды въ обрахномь порялеВ: 

й в 
"| Тау | Хь@е--0. 
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449. Пусть теперь & функщн трех независимыхь, перенённыхь 
2, упа, п полный дифференщаль ея 

Фи = Хае-- У 24 

ди р ди 
такъ что: == Хх, и= =, д, = 

Найдежь, кавяиь усломямь должен удовлетворять фунищи Х, 
Уп 2, чтоб трехуень Хар-- Уду + 242 быль поянымъ диф- 
ференщалонь. Так кат: 

2х и 0х и Е Мы 
бу беду? 02 090=' 9: дуб: 

05 _ и 44 Фи 08 ны 
2 — дубе? ба ̂  0208? бу биду? 

то отсюда: ` 

2х 0% 0х .0Е 0708 (2) 
Зи 05? 22 0? 8 бу . 

Этк три тождества, и представляют искомыя уедовя. 

Допувкая ихь; будемь локаль Функцио ® по даннымь ея чаот- 

зыхъ производныиь: Х, Уп &. Беремъ сперва: 0" Х, отнуды 

в— [Ха Хава. 

о фунвцы дврь „пореийбеныхь уп 2; ве надобно подобрать тавтъ, 

чтобы производныя м а были Ун 2. 

Г хаь-=° = [а-я =, 

[1хаг+о = м 2 = 7, 

ох эх 
Замёняя у п ‘5; тождествелно разными пыь р я ви Е (ва 

основан  прзиго и втораго изъ трехъ условий (2)}, получимь: 

. 
У [= (УТ), 
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д 02 Ро р 22| в = —(—2)=# 
08 “" 

Стало-быеь частный производныя функц © должны быть У, и. 

2, & по этому полный кифференнаяь: 

40 = УХ, бу-+ 2, 92. 

Условие, чтобы сунма У. у -- 2,9 была полнымь дифферен- 
аломь, соблюдено: потому что третье изъ условиЕ (2), пыйл ето 

при воввозножныхь значешяхь д, у а, при 2—4 даеть: 

2, 92 
Е 

Зная полный дифферевщель фувющи о (функцуя дзухъ перенви- 
ых ун 2), мы кайдень и 2: 

=. [ 2,44 0. 

2, веть значено 2, при у =, нли, что вов равно, значене 

` при 2=а и при у=5; С’ постоянная произвольная (не завиелщая нп 
ОТ 2, ЕН ОТЬ у, ЕП 01 2). 

И лавы 

С Я 

Опредфленныя числа а, $ я с выбраны такъ, чтоб около #==а, 
у-$, 2-е фуннит Х, У к 2 оставались сплошныяит. 

При патогрироваяхь произведен Х 40 п У, ду вантаютея но- 

отоянныии, въ первонь у и &, во второзь &. 
Не трудно доказать, что въ полученномь зырежени # завлю- 

заютея воз фундук, удовлезворяюния вопрову, т. е. ныюния пол- 

ннуь дифференцииюнь трехчяенъ №9 --. Уду-н 242; а чо трехь 

`уоловй (2} достаточно, чтобы этоть чрехчлень быль полнышь диффе- 

`ренналонь, можно видфть по результьтаиь дифференцировянтй унив: 

2 у ры 
Гх%-+ |, У. Чу -+ | 2ь45-- 0 
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по каждой изъ перенённыхь 2, уиг. Такъ для пронзводной этой 
сумы по 2 пявень: 

, 
| Гу [[дьз--] = [до Раду т, 

# 

сра--[ заду 2,=2—2,--2,—& С 5+2, =. 

Изивняя порядозъ интегрировалый члевовь зумиы Жае-+-У4уч-2аа, 
за можезь получить фунвдио + шестью манерави: 

Примпрь: 

а) би {ри ку+ в) аура 

—= (247 92—65 —у1+-428) 42; 

(заре Зай-ну- 5), = ба у-+-1 =( Зау--в— уе ву) 

(веря 228-у-- 5.= = валу — в (вару —вий уче &7] 

(пунш ву /)= 4айуг— в Зуя — би 47 
у 

(увловл (2) соблюдены). 

Е . 8 

и= | (Воли Вйчеуч-б)ар— | (дуй-- 99) ду-- [| 52аг+- 0 ь , о 

у — Эй -- ву 65 —уе— ЗАО. 

Бе [каа-г ра | [вобия 4% - 
29-бу А-бу” бат 

10уе 
аут ук я 4#; 

ЕЕ Уау ыеТ 
ыы [ (= м-в) 4 Га Г # в 

= На?-н Буг) 0. ее 
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450, Найти фунныйю по ея второму полному дифферень?алу. Раленять 
этоть вопросъ для функции двухь перембаныхь. Пусть: 

Фи = Рай 8 дазду -н Вау; 

РБ, нЕ (данных фунюши х пу) будуть частными проязводамии # 

втораго порядка: 

__ 02% ден __ в 
‘я, = Вор {3). 

Озеюда видимъ, что, дифференцируя Р по у, ® 9 по, получны 
одинаковые результаты; одинаковие же резульгалы будуть и оть дпф- 
ференцированя Е поз, а @ юу,т. в: 

9Р_ 0 28 __ 09 <) 
У 0? вт 

Этшиь условие долленя удовлетворять фунещи Р, Оп В, чтобы 

трехчлень Раз -н 2 Одхйу-= Ву? быль полнымъ дифференахомь 
вторато порядва. Предполегая, что эти усломя имёють мвето, ета- 
ненъ пекать фувкцию & по ея производнымь втораго порядка. Изъ 
Уравненй: 

0% в 92 т, ЕВ, 
Находиуъ: 

== | Рав == Г Рено 5) 
1. 

д, Вау (6) 

`@ и 6 опрелёженныя числа, © фунешя олното у, @ функщя одного 2; 

у при питегрироваюи ах, п х при интегрировещи Дау, отвдуеть 
очгать постояняыии. 

Чтобы опредфалить фунеци 2 я 0, продяффереииеруежь (5} по у, 

& (6) по 2. Опираясь ири этозть на (3) и ва (4), получить: 

Фор 8% 209 20 
[#3 „2 — о - [3 9,=* ду? 
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9в 2% 9. 9: @= и 2 бу я ау — = 9 ©, —- ды 

откуда: 
д р 
= 9: 98 = %, 

а эти уравнения дають: 

у = 
И и =[ 9,4@2-0, 

2. 

тАЁ Си С, поогояпниыя произвольныя (незавлелщия ни от® 2, ва отЪ у/}. 

И лавы: 

я =Г Ра [, 9, и-—5, 

я = рам 9, Че = С. 

ды ды 
Теперь, зная часиным производных 5, И ду: 2 стало-быть в пол- 

ный дифференцииъ в перваго порядка, мы найдезь и %. 

ЖКозффицщеетты сузпугые 

Е Р@г--[, 9. ву сш рва = 9, @в-- Я] ву 

удовлетворлють условно полнато дифференцале: производная перваго 

коэффищента по у разна производной втораго по 2. 

[рас] Горные, = ав, -0, 

[вау (ая ] р 4-0, [99а дь=0. 

Приму 

Фи — — (479132245) 7+2 (4 уз 0 — Ув) беду - 

—- (25125 — 1059) 4; 
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( душе 341*] = —Вузв2 а = (фуив о ву, 

(22% 2059), = 4603 2% ов = (фу 22 Эву)}, 

(условйя (4) соблюдены) 

дн Г 9 з — м=— | ФУ т? вез) ш-- | (1у— пу) у-- 0 

== 270825 —84--005у--0, (0—1 обозначено чрезъ С), 

и = Ге эт Зея) ду 0, = ув 20 — озту-н С, 
В 

Яи— (208 орви 08+ С.) 92-- (Рузш 2а—хяву--0,) ду; 

и— [бу — 8+ изу 0) де -- [буду 
о 7 [2 

= 2025 —22* + дву + Са -- Чу -+ С,. 

Искать функцию по ея полному дифференщалу ножво п не обра- 

щаяеь къ общииь` фориулень. 

Полепинъ 910 на послёдиемь примв р. 

Донъ второй полный дифференщеать 

Фи — (уз и-+ 2441) 7-2 (4 уз #— зту) 4 ву 

= (29122 — #89) 4; 

другими словами: даны частных производных  втораго порядея: _ 

д“ 

д. — — (ду ча 2 -н 244), вы —4у 032% — Шу, 

2 . 
= 28125— 20951; 

требуется найти 4. 

Обралиеноя къ данной ®° =; интегрируя 69 по 2, получииь: 

= [4 зад + 2427) 2 Зуиз Ва За Но, 

ТАБ 9 но завиеить оть 2. 

п. м 
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Продифференцируемь полученное по уу: 

92 и 9 —4 2 . два = 49003 а; 

з по задано: т == 49008 8% — ши; слбховалельно: 

% : 
== у, 

откуда: 

= — [пуб = ус, 

». 
Теперь возьмеиъ ДАННУЮ вв н проинтегрируомь ев по 9: ду? 

== [2 20-— хоз ау = 2узш 22 — звтуни, 

ЕДВ 10 В ЗАВИОИЬ ОТЪ у. 
Дифференцирул по д и сивнивал потомь результать съ данною 

[2 . 
дьду> ПОЛУЧИМЬ: 

д* Но —=410083% ау + — 4900822 — ча, Зудх х 

откуда: 0, №=0,. 

И так: 

2 2960 — В+ ву + С (@) 

== Зума 2 шыпу-- С, (6). 

д Теперь во производным г. и м надобно найти +. 

Помножая (а) на 4% п интегрируя, потожь дифференцируя ре- 
зульталть по у, опиразеь па (5), получинь: 

% = [(29'0325— 321+ 0039 +- 0) а = 

т 25 — 2 разу бани 

(©; е ЗАВИСПРЪ отЪ 27) 
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5. == уз 2 азту + Зузш 2х — хзту-+ 0, 

й 
%=0,, 9 =б.у- 04. 

И завы 

ух — 9 -- изу О з--Оу-н С,. 

451. Если даны не во чаотныя производных (перваго порядка), 
то, при отнекаюл ло лимь фуввщи, иримемь за поотолиныя тв перв- 

ыбнных, по доторымь не даны производныя; & постолнную пролзволь- 
ную, входящую въ пономую фунюцио, будемь разематривать, каз, 
проязвольную функцию этихь перем нныхъ. 

Прилньри: 

а) и фурщи он; ай нау 1 найти #. 

[@ау-- раг=>= ть 5-00) (° праиаияи) 

5} зфункшя 2, у2ив ну Ё; пайчи в. 

и = [ауд г в, 1,0 тои 

ИН 9: 2 : а $} и фунюшя я, уша; иду, ВЕР; 

АЙТИ 46. 

и=: Гечьзу-даз — ме у (2) 
В о 

и т 

из . аа . 9 а уе; и рае наР--ф(у, 2,9. 

8) Е уг, а; 

В пра на + Ее 7. 

14% 
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КРАТКОЕ ННТЕГРИРОВАНТЕ, ДВОЙНЫЕ М ТРОЙНЫЕ 

НИТЕХРАЛЬ, 

458. По данной производной втораго порядка (по % в по у} 

г. 
2=ду ==, 9), 

футьшщия найдетея двойнымь ивтегрированень: 

р, 
= [еда = | [2 [ге ди]. 

При первожь внчетрировани (по у) 2, какъ незавиеяшй оть 9, 
считается постояннымь; ири второиъ (по 2) у считается постолннымь. 
Эти интегрированл, ром функий, завнеящей отъ {(2, у), доета- 

вать первое произвольную фунецио одного 2, вхоров — произвольную 
фувецию одного у. Отало-быть фрезульчаль двойнаго интегрированя 
будеть фунющя перембнныхь 2 нуу, завислщал оть р плюс сумы 

двухъ произвольныхь фунецщий, изъ которыхь одна не зависить отЪ у, 
другая — оть 2. 

Довежемь, что порядонъ интегрирования не имфеть вляныя на ре- 

зультатъ, т. е. езульталь не зависить отЪ того, проинтегрируель-лб 

мн фунецио {(е, у) сперва по у, потомь по , нли ваобороть. 
Другими словами: докажень, зто разноеть между двойными интегра- 
лами: . 

Переуа] в [ч [1] 

веть суша двухь произвольныхь фунещИ, изъ которыхь одна не за- 
вбить отъ у, а другая — отЪ 2. 

Пуетв и первый интограть, х второй; тогда: - 

Ы а в-=1, 3), эта Р@, У); 

«зв довательно: 

пы 9 Ду Я в 
Эду — дуб? ИМИ: буду биду? откуда: 
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а ка Ф прововозьная О Яо (°оеониия) р : 
В [ ф (2) 4х = Е) + $0) ( и }. 

Фунвщя разенатриваются здвеь въ предфлахь ихь снлошноети. 

Посльднюю теорему логко распространить па тройные и вообще 
кратные интегралы поелбдовательнымь измёнешемь порядка двухь 
внтегрировавй. 

Резуяьтатомь тройнаго интегрированя функлйи {(%, у. 2) будеть, 

фунюши перемфеныхь 2, ук, зависящая оть |, сложенная 05 тремя 
произвольений функшяни, изъ которыхь одна не зависить от 2, 
другая оть у, третья отъ 2. 

Дифферонщальные иножители въ кратныхь интогралахь буденъ 
отавять рядожъ, и въ тазомь порядке относительно перемфаныхь, 85 
кавомь требуется интегрировать по-отяжь перембинымь, при этомь 
зожно ограничиться однизгь знаконь интеграла, а указателешь отв- 
лени куалности его бущеть чиело дифференщальныхь множителей. 
Тань: 

ЗИГ®, у, даздуао пик ЛР, у, Я оду а 
предетавляеть тройной интеграль отъ {(х, у, 3) #2 @у@х, въ кото- 

рожь требуется инуегрировать впорва по 2, потомь по у и навонець 
по 2; вообще выражено: 

ГЕ, в)... 92, Фа, би, ... 0 ® 

предотавляеть кратный литеграль 9-го порядка, въ которомь туе- 
буется выполнить интегрирован!е сперва по 22. , потомь по 2, затмить 
102,, ит. д., и нажонець по 2. 

Примпры на двойное и тройное интефированая: 

в . 
Я 8); а) 

= 2) оу = иен) — бу] — 

—9@) + #6). 
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и _ 220-29. 
В зави; 

И баты В фу, $ (@, д 
(ен) 

= 9.6, 9). 

Въ пайденномь дзойномь патеграяь можно откидываяь члены, 
содервалие одну перемфнную, включая ихъ въ произвольных фувещ. 
Тоже относится къ члональ, содермащимь только дв перезваныя, 
вЪ тройныхь интегралахъ. 

453. Раземотрамь теперь двойной интеграл: 

[р (е, 9) % |, 

ВЪ БОТОромь иитегрероваве по у совершается въ предзлахь оть у, 
доу (независящихь отъ 2), а по х отъ м, до д (нозависящихь 
отъ 9), — предполатая, что фунюшя {(д, у) оставте спломною по 

ОТБОШОНИЮ БФ 2 0ТЪ 2) ДО 2, в по отношению въ у отЪ 9. до у. 060- 
звачиыь иеопредфленный пнуеграль / (а, ууЯу чрез ф(о, у), & 
[$ (@, у) Я трезъ Е (о, У), опуедая при отомъ произвольвня фувк- 
цут, увеь ие имБюлуя вмиг ва питеграны, взято въ предфяахь, 
отдА: 

Г (с, у) ду = 96 у) — 9@, 5, 
#5 

Г [ево = Е [26,9 ое, в] 
о % о 

. > 
= ов [ о, 4 до 5 

=, УЕ, д — В м + а, о. 

Изыбнивеь порядокъ ив тогрировалия, Ч. в. ВОЗЪНеНЬ интегралъь 

отъ } (т, у)аевь предфлахь оть 2, до 2, п потомъ от этого инте- 
трала интеграль по у. въ предфлажь оть зу, до у. Воли внтеграль 
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ЛИ, уе обозначииь чуеъ фо, у), то натограль фо, у) ду 
можно предетавить опять функщею &(2, у), пренебрегая и зджсь про- 
извольныии фуньшяи; и потому: 

Г годе -ь уве, у, 

[Г о уе == [ [в д Увы, = 
У 2% %® 

= Ге, ув [Феде 
Е о 

5, у) а, и) — Ев, нЕ, и *). 

Слховалельно: 

Г [| го, ла = [вы ге ды, 
о 9 #5 25 

ч.8, результалтв двойню интерированая сплошной фунийи 

между предълами ме зависить отё порядка интешировонял, 

предполагая, что предёлы интетрированя по 2 не зависять отъ у, & 
предфли инчегрированя по у не Завиеять от 2. Это свойство двой- 

*) Въ этому же резуяьталу пришли-бы, ссяи-бы питеграть $6 (2, у) 4у 
отличилю оть #(2,У). Пусть онъ: (2,9); тогда резузьтать былъ- бы: 

аще я - Я, И-НЕ (о, 40). Но иы знаем, что разность между 
хупкцуями , (2, У) и (, 9) ниБбеть эндть: 8 () = 9; (9); по этому: 

(р, у Е Уно) 

ав = — Ну 90—66 
Ву) — вый) — 20) — 
& (возд то зо 9 (со) бб 

а отсюда 

Бе, 9) В (в, Уд 5 у -- Бе, зо == у, — (5, 90) — ео, НЕ, о) 

остальные члены попаряо сокращаютел. 
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наго питеграла можно выразить и ташь: эре знинеировани, ините- 
зрала момено инипеприровень подз знаомв интеграла. 

Доважехь эту теорему не обращаяеь въ интеграламь неопред- 
зенныи». Обозначиыь первый изъ двухь поолёиннхь литотраяовъ 
Чрезь %, второй трезъ ©, 

Г [2 [ Ее, 5) Чу] = Г [(@, у) бу а = 
то 9% %` 

и к 

@у (1,42 |= Ее, у) ав ду = [зле], Г. 
и продифференцируемь ихъ по 2: 

ди у а у 

#=| Руа и =] Ре у) ау. 

`® Е 

Видииь, что: 

дв до ‚ 9-} 
=== ар Ча: 7-0. 

Также налши-бы: 

9 
ду 

Отало-быть разноеть и— 0 нв Завиентъ ни отЪ 2%, НИ оРЪ у, т. 6. 
обтаечоя постоянною при вовхь значеняхь д ну. 

Но при 2=,, ком %, тавъ по, в слЪжовалельно и #— 9, 
обращаютя въ 0; по этому и ——©==0 при вевхь значеняхь 
жну т. е,: 

Теорему эту легко распространить на тройные п вообще кратнне 
интегралы. 

3 = 
Двойной питеграль Г Г Е, у) ду ах, нал | ] Рау) азау, 

90 5 96 5 
есть такая функшя о п у, которой вторая производная по 2 п по у 
равна / (2,9), и которая уничтожаетея при с==х., каковъ-бн ни 
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быль у`(конечно, не зыходяний изъ иредфловъ сплошноети {), я пр 
У== у, Кевовъ-бы ни быль х.- 

ли и верхы!о предфлы интеграла постоянные, то, обозналивъ 
одинъ изъ нихь, чрезь Х, & другой чрезъ У, получииь: 

Хх У Ух . 

Г |, Ре, = |, [Г еду Ех, Ви, 
ю ` 9 % `` 

— (ХЕ, №). 

ву хт 
Ивтеграля | | Ре) буд | [ Ре ууду ах зависят 

о 9 2 
отъ свойства функции Ги предфловъ: интегрированы; и потому оян пе 

изыбнятея, если мы, сохраняя фуюкцию {и предзлы интегрировавй, 
замьнимь подъ знаками нязеграле буквы & и у другиии: 

Г р Каувуе = [| оба 
20 75 20 

Г Г Коби" р, (а, Буфф аа. 

Тоже относится къ трайныяь и вообще кратяьогь интегралажгь. 

Изифкешемь порядка интегрировашя, или, что вес равко, инте- 
трированйель, подъ знакомь интеграла, можно пользоваться для вн- 

вода опредвленныхь ивтеграловъ. Приведен пВкоторие, 

454, Помножинь 0б% части равенетва: 

Ге обра щеи @>0) (9486) 
о 

яв 4а, п проянтегрируеть по. < мещду положительными предблами 
аи В: 

=> вы 
Г сибе == | а Е НЫ; 

& пзмфняя порядокь интегрированя, получив: 
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8 а => 
[ | 6 “возд аа аа = | [ев ева ае == 
«*о о 

ве 
собр ае * 

=> а 
= (юввие [о ь ве] = | 

елфдовательно: 

Г ие 60865 да — 1 нь ( > о) 
5 = ие 8>0/ 

Эта формула даеть безчнеленное множество питеграяовъ: потому 
что въ ной трежь паращетралеь с, В и Ф можемь давать какя-угодно 
значеня, при услови только, чтобы первые два (© н В) оотввалиеь 
положительный. 

аа Е 
Подьтитегральная фунющя ———_— 695 фх, на веемь пути 2 

оть 0 до <>, изывниется оплошныив обрезомь, и значени ея при 
2 == 0 ивр # — <> не предотавлають неопредфленноети; звачеля 
этп: 8 —м фи 2 = 0, и 0 при #2 ==>. 

455. Помпожимь об части равенетва: 

Гоа,  @>0 04809 4 
на Ча, и пронитегрируехь о между положительными предфхази п 8: 

РР Е а па тв а, 
ао 

а изивная порядокъ интегрирован, получен: 

[ Г сте шаае ви — [| ее Вида — 

62. 
ира; 
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слЗдовательно: 

о-ва о-ва в &  [1>0 —_8 пал = ей > — мею- . 
| ыы ы бь 5 ( > о 

Отеюда, подводя положительное чиело © къ 0, п сравнивая по- 
Томь предёлы, каходныь: 

Г В рр = 816188 (> 0). 5 Е 

При безграничноль увеличиваа!и полозентельнаго В, переходя въ 
предзлажь, получимъ: 

Г 9 1, — кола > 0 

о @ " — кода < 0. сы 

Этоть нтеграль (Эйлера) зазьчателенъ тфуь, что не завнеять 

отв абволютной величины 5, & только оть знака 6, тажъ что при 
вебхь положитежьныхь зналевяхъ 5, овъ оетаетоя постовняо раввыь 

5 а при отрицательных —& ЗВыфдотве этого свойства, его 

можно преобразовать въ другой пняегралть, не содержащий 6; дЪй- 

отвительно: очитал 6 > 0, и полагая 2-2, откуда; Фа = 42, 
получшиь; 

в ро зщ В йе = | За и. 
о 

2 | Ва 
о = , о 2 = 

ли же < 0, то, при положении: — @# ==, откуда: 64 == — аа, 
получинъ: 

“Эшер зтае мы | с й иде = | т 2. 

$56, Прн в > 0 ливень: 

22 зтае |- 
ев. о 

Помножинь 06% части на 4а п проинтегрируемь по @ между: по- 
ложительными предзлами о и В: 
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еееы сито: 
Изифняя порадовъ интегрирован, получинь: 

ы Г За 45 ва Г Г а дар 
о = = `о ы 

5 ах В. > 203 ваг-—605 Ва *. = [@ [эта да = | де @ *); 

сябдовательно: 

52 035: о и фо й (120). 
о 

Одьлаежть здЪоь В = 2, н позомь, подводя м нь 0, сравияиъ 
предёлы; получим: 

со р 21-60525 ре 
3 `@%#= т, пли: | + _П=м, Е Е 5 ° 

откуда: 

р. а 5 о 

451. 06Ь части равенсгво: 

в яп йе = {@>0) 
в 

помножимь на 45, и проинтегрируемжь по Ь между предёлани о и 8 
{© п В произвольныя числа); 

Во тн. 
в" ТА’ ай--а 

В = 
| в па а 

во 

изифиииь теперь порядовь интегряроваяя: 

але 
[2 

Г 08 а _ 03 12—005 Вх 
ЕР Е 



ео В 
Г 270624 06 == Г [ еше ах = 
еао о 34 

со 8 = 
= [27° в [злое | = | 999590098 ее, Да ово] = [но 

сл®довательно: 

Г 008 в2-—608 Ва с ЦИ @>0. 
в Е ра 

Отеюда при: &=0, Ва: 

Рен >09 5 Е] 

Этоть интограль, кажь видниь, ме зависить оть а. Его по этому 
можно преобуазовать въ другой, ве содержащу! а, Чего достгнезь 
положентемь: @ф == 2: 

Г ааа а, Г ИВ Г т, 

о ы о 2 © ы 

Ствлавиь а = 2; тогда: 

© 
1 — | 508 2 2 

5 = 

а отсюда; 

зна 
| а 
о = 

1 2 в. 

. < зшах 003 52 458. Интегралы [| ВО о, 
® 

со 
5 а 608 95 1 

| = #1 =5 
52 в (+6) ве =, , Г м ин-: | 4; 

“5 

& ТаЪ КаЕЪ, оЧитал @ Е р положительных, ихфемъ: 



Г а, Щоьк [+ щва>ь 
5 & СОЯ \-— щаз 

90; 

Г За ад с05 5 я 
а Е г в—=5 (пиа>о, 

Й 

Е. И ав==0 (наи, 
о Е: 

> чнах сз 6х я 
[ 7, = (пиа-ь. 
5 

ПослфднИЙ результать подтвердязь, ставя а на мбето 5: 

ЕЕ т 
о & 5 Е 4 

811027003 65 
——& 

сэ 
И тавъ внтеграяь; [ Е у, Шир ПоложЖиТельныхь зна- 

в, 

чешяхь @ п, прининаеть тольво три значешя: *, Ош 2, первое 

прн а > В, второв при @ < 5, и третье при а=5. Другими словами, › 

оНБ ЗАВИСИТЬ ТОЛЬКО отъ знака резновти а —Ь, и равенъ : пря 

@-—6> 0, Оциа—6< 0, итииа—0=0. 

При 6 = 1 послвдим три формулы обращаются въ сядуюдия: 

>] 
| Е дар (вали а>>1), бане: 

—=0 (вах), 
Г расой т, 
5 & 

<> п а в06 2 < —_ 
[ = Ча =а (вн @=1). 
в 



459. Интегралы Лвпласа, Понножая 06 чабти равеяотва: 

=> 
я =| е ша (@> 0) 

о 

ь 
на еее 45, п интегрирул по 6 нежду предфлаши О п ©> , получижь: 

№ 60564 Г г сч 5 65 р 

о 

ны 
= Ге а | ее - [== г Г еже 

ар 
Интеграл | сон р обращаетел въ 0 при веявомь поло- 

° 

эиительномь звочения 2, изнышемь 1-цы, и въ 5 при веякомь 25, боль- 

шежь 1-цы; по этому: 

| [=“ а: Г ви бы ъ %] — 

5 

Ге НЯ ага —_ 

вавдовалельно: 

- 52 05046 _ же-@ Гаваи" >. 
Защвияя а произведенемь а8, п полегая: == (откуда 

4 = 892), по сокращен, получизгь: 

г созвайр  печВ ( > 
ан = 

а дифференцироваяе по 8 доставит: 



Га Ваз __ пе 98 (=) 
ан 

Въ двухъ постфинихь интегралахь подъинтегральныя фуници— 

четныя; слфдовательно; 

+. 
р созво ве __ пей 

эй-наа “о & 

—® (ии 
Лапавсй /“ 4 Г ее рав 

ао о . 

460, Интегралы: г Г аду и ВЫ а. 
ото 15 

ко а 
Преобразуень ниетраль | | +” ауаз въ другой вве- 

ото 

денехь вибото у новой перелВнной #, овязалной съ у уравнеюемь: 

У. Так кашь при пнтегрированш по у, & теперь по &, слвдуеть 
считать 2 лостоявнымь, то: Фу == 24, в тогда 

5 [2 -ае-нуз о [° аа р Г е уве]. | пе аа 

о ьа, . 
вэ аки ов гай а оэ т 

Но: в ( а = [-—ураыя |, ев! 

по этому: 

аа о . = 4) __ ай 1 & т Г й Е Феи = | | р 9—3] анна Е. 

ну 
Фувьця г ® РУ) четная, БАБЪ ОТООЯТОЛЬНО 2, ТОБЪ и ОТВОвя- 

чельно у; по этому: 

а +5 оз 2 
| арду [ ара | ее таунт. 

Се оо о —> 
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=> 
обозначал интеграль | в ар чрез р, яибемь: 

© 

(ау, о аа — _ 
[ [в И ву = || Ге че дру == 
о 

= Г ("Г =" 4] = [ри у = в’; 

отало-быть 12 == ь откудь: р= 

И таюь: 

Эйлера 

© Ра ‘интегралы 
[ Е" @=5, | в = Ут. ( } 
° . 

461. Интегралы: Г е° "аа в Г ет ав (>00). 
о о 

Вь форщиь: [в Рае” положинь: й-ае” (050); тотда: му: о ; 

д=ь2Уа, = У. 4; 

й аз— а Г Е“ ФИ, 

а отбодн 

— ааа У р = (>00) 

+= 
—а2? „УЕ Ч вау  (@>0. 

Первый изъ двухь поолблнихь интеграловь нредотавинь подъ 

> ВИДОнЬ: а, и буденъ дифференцировать его по а; тогда, по- 

жножал вояю# разъ ноелё дифференцироваюя 00% части на — 1, но- 
дучинь: 

п. 35 



5 зп а? _. за | те“ др — .. 8 1, 

° 

Повднюю формулу предотавияюь пожь видомъ: 

> — ва? 1.3.5.7...@—1} У 
ф жа Фи НИ. тт (&>0). 

Такь какь 2” е— 27° цотнал функщуя, чо: 

ео й 
[ ате “и = (@>0). 

== 

Пта=Е: 

> , 
| 27° Ч 

—> 

1.8.5.1... 1 
тва анЬ У«. 

462. Интеграль: ре 605 $5 @7 (@>0). Обозначан этотъ 
а 

питеграль чрез %, п дифферекцируя его по 6, получим: 

а =>. —а2? 
6“? увш ах ах = | ша а 

о 0 в 

2 5 
3) 6030244 = — и 

— 2? < 
*) Члокь ( р Ш = обращается п 0, 

5 { 



Отводы 

а унножая ка @0 н интегрируя по 5 въ предвлахь 0 иб: 

6 годы 
52 

® 
ь2 

а 
я 4, или: = 

в 

откуда 
В. 

ив №, 

< а ТДЬ и, воть зналене м пря 6 ==0, т. в. в“ а, наи: 7. Жем, т ве | ь или: т 

Й чавь: 

=> - ыы — ах? У —в 
Е 0565 йх == -—-е № . | 60835 ре (@>0). 

463. Формула Стирлинга. Воспользуещоя интегралажи п по 460 
п 461 для вывода формулы Отирииаа, служащей къ вычислекиу 

произведения 1.2.3.4.5..., кота я довольно большое чиело. Мы 

знаемь, что; 

1..8." (0482). 5 

Провзводене 5”6_ при 2 ==0 обращаетея въ 0; затбиь съ 
возрастантемь д растоть, и достигаетв нанбольшаго значевя при 
&=н; при дельнйшень возрастания 2 оно уменьшается, и при 2= ®> 
обращается опать въ 0. 

Нанбольнее значене этой фуницин будерь ю"е”.  Продиналиь 
ев произведенень: 

Это произведене при #== — < обращаетея вв 0; ыы тБУЬ въ 

возраставеиь # растеть, достигал нанбольшаго знеленя м” е ® при 
15* 
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#==0, за которымь съ возраотамемь # уменьшается, и при. == оз 

обрашаетол опять зъ 0. Тажимь образовь изъ уравненя: 
` 

овявызиющаго перенфиныя хи $, видим, что вотда # увеличивается, 

ВМЖНЯЯОЬ ОТЪ —<2 ДО + ©, перембнная 2 также увеличивается, 
измВнянеь отЪ 0 до <, и КОГДА $ проходить чрезъ 0, тогда 2 про- 

ХОДИТЬ чрезъ п. Вводя вифезо 2 новую перемфнную #, получниь: 

ве сы а а 1.2.3.. = | ета = те” | в.а. 
В оз 

+ а Раввернемь фунещ 2 и ‘д; ВЪ строки по схепенямь #, употреб- 

тая при этомь ©10606% неопредёленныхь хооффищентовь, Такъ как 

х-=я при #==0, то членъ, свободный отъ $, въ разложении х будеть 
2% по этому: 

= $-— В+ О Ои-- В-+.... 

2 Д-- 2-0 40-5 Е" +.... 

4 
1.2.3. анте" [ в (А-а В +-ВОр--а РН...) 

—=> 

ее ад в --1ОВН-ь....) 
ь 

Зажбтинь, что во® эти разложеня (тавъ кодиь мы разечалриваень, 

их безъ остаточныхь членовз) обтаются подъ сомнфеен. 

Для опредёлешя кооффящентовь 4, В, С, Л), Е,..., проло- 

тарлемируемъ уравиене, связывающее 2 ов & 

8-— и т—фп— В, 

8 это продифференцируень и помножимф на — 2; тогда: 

це 9, 
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или: 

Гарн-ве--ова-рич-ве-ы... | [ А-а ВН-ЗОР4 ОВЕН... |= 

= 2-2 А-В +20 + 20ё-—.... 

Эко тождество дать; 

8—9 А=У 

ЗАВ ЗА В =; 

28° — = А-а В = 
_, . 

4 54р-=5В6=26 2= в 
в = ба 6ВО-+ 30"=20 Е- уз 

Ум, Выражающи 4, и за тфиь входящИ въ 0, Е,..., слВ- 
дуеть ВЗЯТЬ ПОДОЖИТОЛЬНЫМЬ, ПОТОМУ что’ 22-я при.р>0. 

Разлагая ветеграль въ выражени произведеюя 1,2.3...4, по- 
дучинъ: 

падении" 240 все банло веть -..| о ь р 

о-вов +. у 3 и 

=" Уя(4 Е. ., .) РИ 

ее 1 =(:) Уи (1-= дея + . ) 

Геи Рв-Ё УЕ ев | &— [= в, [#2 аа»... 
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И токъ приблизительно инфе: 

1.2.3.41 == (6) Убит 

очво; 

1.2.3... 0 == [В } Уз (1- в: 

эще точаве: 

т. Зетне (1 УЗия (1-5 55 + т из). 
28Ви?, 

Строй выволъ форнулы Стирлинга см. въ прибазлевяхь. 

Эйлеровы нитегральг перваго вида. 

464. Интеграль: р 27 (1-5) так (фувющя двухъ парамет- 

ровъ риа) навываютъ Эйлеровыкъ перваго вида, и обозначать чрезъ 

В(2, 9) или (2 2). Мы приненъ первое обозначене. Интеграль этотъ 

вуществуеть только при положительныхь зваченяхь рио. Онъ дё- 
лавтоя безконечнымт, когда оба параметра, или одинъ лзъ нихь, пря- 
иннають отрицательное значение, или 0. Считая в п = подожитоль- 
ными, будемь разенатривать 

В 
р 1, 

, 1-6 
иакъ предёль, въ котброшу стремптея [ (1 -— 5) ‘аз, кола 

- ‘5 
ши = подходять въ 0. 

Вовьмемь нежду 0 и 1 постоянное число #; равложимь поелдий 

интеграяь на двы. одинъ въ предфзахь © ий, другой в предблахь 
я 1—в, и преобразуемь их 

аа [зу даа [9 
о [5 К 
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В 1-е 
=(1— = арт авннаиР—*[( 1—2) 

ъ В 

—1 юр —1 (1--#9—9 ее, 
тдЬ , воть однв изъ средних величинъ зежду оп, а 2,, одна изъ 
среднихь момду ви 1 —е. 

Множичели (1—2) и," завлючаютея между опредёлен- 
ными числами, & ииенко; первый иежду 1 н (1-й) 7", второй уеж- 

д ‘и 1. Мнонитель вые отрематся въ а вели р>0, и 663- 

транично растеть, принимея значевя полояительныя, котдь р < 0. 
(1-—1)9—=4 1—Ю 

Множиталь ее стремится въ ео › вели 9720, и аететь без- 

транично, принимал похожительныя значеня, вели 4<50. Отсюда за- 
О 2. 

ЕлЮчаель, что интеграль 1 — Я }4х дфлаетея безнонеч- 

ро нымь пря (25. ‚ при (2 и ы р о} 
Е При р=0, вифето р 

и 

Е дибля-бы из при 4==0 дробь 
— 

замфнилась-бы выраженемь ие; & такь какъ ваБдый 

изЪ этихь логариезювь безтравично ростеть, принимая значевя по- 
ри — 

ложичельныя, то внтограль И * (1—2) ' 4 далаетоя безконеч- 

р = ЧЕ ( о 
ныхь прк (2 ‚ при (5) х при 2). 

И чакъ функцию В (р, 9) будемь раземалривать только пря по- 
ложительныхь значещяхь параметров. 

Преобравуежь её въ другой ннтеграль, полагая: 2—8} 

В(, = эй ВпИР—1ф 0081 ф 0. 

465, Интеграль В (2, 9) есть фуннщя симнетрическая относн- 

тельно р в а, (но изифняетея отъ занёны р на а, па на р), т, е.: 

Ганы [йа р о 
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Повигая 1-—2==4 (откуда: 7=1— 4, 40==-—— 48), НВходИНЪ: 

Врача ие , . 

ааа В $. 

466, Эйлеровы интегралы приводятся нь интеграламъ, параметры 
которыхъ не боле 1-цы. 

В де Гаев = Га-гта 

[=а- пера ааа В(р--1, 4—1) @>1) 

Вер, о аи 

ПИ _ 
О 

Эту формулу можно получить изъ предыдущей, которая лаеть: 

Ве 9; 

& отеюда, ибняя р на р—1, & 9 на 9-51, похучимь: 

@ —  В0.9=еАво-ьееу (>01. 

Ольлавиь еще олбдующев преобразовано: 

Вр д [бад 

аква [ав Вера П-В(р--Т, . : 

В(ра= В, 9— я тВ (р, 9); 
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отеюда: 

@) ВоВ, 4—1 @>1. 
05 помощю этой формулы можно понизить парвиетрь 4 ва одну 

единицу, не изыфняя параметра р. Подставляя въ ней р-—1 выбото 
2, и4--1 вифото а, получинь: 

Ван = В(2—19  (2>1. 4. 
ра 

По этому, опираясь на (@), имфемь: 

® ВВ 19, (> 
формулу, служащую къ поннженрю параметра 17. 

Ев можно получить изь ($), опираясь на сннметричность фунецих 

В(р,9). Обивнь параметровь ри 4 во второй части ($) приве- 
деть въ: 

ВОВ, 2—1; 
затбиь, уния въ В (4, 2—1) параметры 9 я р— 1, получииь: 

ВВ 9. 

. Подобнымь же образомь можно вывести и (5) изъ (6). 

Напишемь теперь въ (6) 4—1 на ивото 4; получим: 

— > т Вр ВофЬе-, 62), 
чо въ соедянен съ (5) доставить: 

#14 > Вр Вьет, (71 

формулу, служазую къ понижевно обоихь параметров, кождаго на 
одву единицу. 

Полагая рт, (>в (т ий цёлыя числа), составимь форнуау, 

приводящую В (2, 9) въ В(р—т, 9— м), т. в. влузащую въ повы- 

жен обоихь параметровь, перваго ип 9з единишь, втораго на я. 
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Подетавляя въ (с} вв мЪето р послждовательно: р, 2—1, 2-8 
„0—1, и вЬ (6) ва ибото 9 позлбдовалельно: 9, 4—1, 9—2, ... 

4-(@-1, получииь: 

Вр Ви— ВВ 

В@—1,9 ыы 2,9 | В(рь9-—1) я 

ВВ, ВВ, | ВВ) 

В, ч—), Во О- РИ Вр | В9— 1) р+— р г 

откуда, посль п и сокращеня: 

—) (4-8 
В(р0= Ее (-+9— 

(4—1) 4—9... -4Ш—) 
Ва = реке В 

Нервая изъ этих» двух форнуяъь служить къ понижению пара- 
метра ф на 2 единиць, вторвя— къ локиженио параметра д на я еди- 
яаць. Перемноживь ихъ, замфвявии предварительно во второй д на 
ф—т, получиыь посль вовралценя: 

—т, 9), 

3). 

Вфа= {2—1} (2—2)... 4-10 9-2).. 
ру бранч ня Вф-иь-я) 

формулу для понижевя обонхь параметровъ разомъ, первато на 2, 
втораго на % единиць. 

Ели р 4 пробных числа, в я п ® пВныя части этихь дробей, 
то послёдняя формула приводить нитеграль В (р, 9) въ интеграяу, въ 

хоторомь параметры заключаются между 0 и 1, Натримврь: 

1 8 
98 ВЕ 2944/12 

8 (3.5) 3 я 35 19 в т в (1,3) и В (1,3). 

ели риа цёлыя чиела, то, подотавляя р— Ри 9—1 нь ивею 

тив, получины: 
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(2—1 0—2...3.2.1.(94-—04—3...3.2.1 . 
В рен... И: 43.28 (1,1); 

а таль вакъ; В (1, ПЕД 1, то: 

(-1@-2),..3.2.1.0-1) 9—2)... ВР, = ар... . 
Напр.: 

: . 
Е 

467. Додинь функщи В (р, 9 другой видь; положниь: #== Е: 
Отд: 

1, @8=— ЕР ; и потому: 

ри —_ ы 9—1 
8 (2,4) [7 (1—2) 6 ры 

или: 

>> да-таи , 
В(2.9=| парте 

д отсюда, опираясь на снинетричность В (0,4), или преобразовывая 

внтеграль въ другой положенемь 2 == Ь получим: 

2—1 а; Во. 

Разложимь В (р, 4) да два интеграла: одинь въ предфлахь О и}, 

другой въ предфлать 1 ис, и преобразуемь второй положвнвть 

= 
Е 

^ 2—1 йа 55 9—1 ах 291—145 \ ут ау 
В(р,9 парне [| += | И-58р9-е ®) унурч9> 

тар т—1 
В (6,9) = о перен 48. 

При такомь нредозавлени функщи В (р, 9), сниметричиость. ея 
въ отношени въ ри д очевидиа. 



Путь: р-н а= 1; тогда: 

. 
В(рл-и= [2-92 = [5 

Здфеы: р220; но эту, опираясь на п? 434, инбены: 

= ы Е 

к Вот-=нЕ 
Прилиуры: 

в(з, $) Е й и ый 

1 3 

вые, 
в, ва, киВ, 

Эйлеровы явтегральг втораго вида, 

468. Эйлеровымь интеграломъ втораго вида, ихи функщею ганиа 
называють интегралъ: 

й те? 

3 обозначаютъ его чрезъ Г (2). Эта функшя сушествуеть только при 
полонительныхь значешахь р, и дблаетоя безконечною, когда р<<0, 
или когда р = 0. Занвнинь нижнй! предфжь интеграла чрезъ о, & 

. 1 
верха! чрезь =; тогда, считая о>> 0 иё>> 0, ии можежь разематриваяь 

1 
его, кажь предёль интеграла Р ат 1 а, когда ‹о и е стремятся 

Е 0. Обозначая чрезъ & опродленное положительное число, имфезь: 

1 А 1 
й те ара | д’'е тат Г де ав = 
в ь В 

ай ы 
—е “ | др е-на | в ба = 

ы & 

а Мы аа —6 НР *( "в =). 
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2 завлючаенся нежду О ид; м, боле В; е ^: заключается между 

186 * 
&Р—вР 

уе отремитя въ 0. Нели р отрицательное, то дробь 

безтраничео растеть, прививая значеня положитольныя, & 

нножитоль 2, занлючается между 10. При р = 0 дробь 

РР аирнитоя ЗА, — величиною положительною безгранично ноз- 

ризающею, & 2.2" будеть дробь =, завлючающаяея между ь 0. 

Олфдовалельно при р <Онпри р==0 интеграль г 22 е бах 

двидетея безконочиыыь. То этому фуньнио Г() будем разепатри- 

звать тольво при положительныхь значещяхь р. Полагая в ® =, 

отд: = — 1 =7 : ‚в ?4р— — 48, мы можемь представить 

ве друтимъ интегралом: 

треть (Не. 

469. Понижене параметра. Считая р > 1, и интегрирун по ча- 
Тянь 21 20 нежду преяблами 0 и со, получи; 

ее [оса +01) Р-ев, 
[о р о "о 

Производеню 27 'е ̂  обращаетол въ 0 кавъ при 2==<2, таз 
п при = 0; по этому: 

ет [ева 
о о 

ИЛИ; 

Гы =@ФЬ— ПГ@ф— 1). 

Воли р> а, 10: 

Га п=@—г(е—2), (р) = (0—1 (Гр); 

если р>8, то: 

Г?) З)Р(р— 8), Гр Р@— 8}; 



вообще при р > ®: 

Г(р) = @—10@Ф—) (9—3)... (2-м Г (ря). 

Такъ кавъ тер ет 1, то при 2 цёлонь: 
о 

г(р=Ф—0@-—2)... 2.1.Г(1)-=@—1)(0—9)...3.2.1. 

Еелл р дробнов чисно, превышающее 1-цу, п № завлючающанел 
ВЪ кемь цфлая чаеть, то, по формул: 

Г = (<@— 0—2) 0—8). ог), 

можно Г (2) привесть къ газа отъ параметра, заключаютщагося между 
От 1; такъ напримвуь: 

паев о 

г = ответа) У 
° 

4710. связь нежду Эйлеровыми интегралами перваго и втораго вида, 

Полагая @>-0, я залАняя в интеграл, г де д первыфнвую 

2 чрезь сиу, п стало-дыть 42 чрезъ аду, получив: 
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Г() = р Ре Чауа Г а те “ах, 

откуда: 

Г те чад = ый @>0). 
° 

Напилень р-н д вывото р, и 1 -=- а вийсто @: 

со 
Го Ренат, __ Г-Н) 
Г ы ы ака 

Полножихь 068 части на а” ‘44, н проннтогрируеиь по @ въ 
предвлахь 0 им: 

Г. (е—а] ата ах =Г{р-9 Г. р = 

=Г(р-+-Я В, 9. 
Изхвняя порядовь натегрированя въ двойвомь интеграл, по- 

дучщииь: 

Ге да Герм ета а [ее г? Г а2-—16-02 «; 
о 5 о о 

& такъ какъ: 

10: 

Гео лова то а-грГо. , ь Е 
Слфдовательно: 

Гг(ОГ@ =Гф--9В (9, 
откуда: 

ТР вод ат. 
По этой формул вычиеденыя В праводачоя въ вычполеняиь Г. 
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Сдвлаемы р--а==1; тоглы о=1-— р, Г(р--==Г{1)-= в 
потому: 

г(ргар-р)=В (1-9) = Яврт" 

По этой формул вычяслене Г (2), когда р боле г во менве 1, 

праводится къ вычиеленио Г(9) для зналенй р между Оп 2. 

ее —в 

При РЕ йены [г@) 5) | = < отд г у". 

ки Подетазаяя въ формулу: Г(р га —) = р Во р 

дроби: 1 2 а, 3... —, получниь: 

1 я СЗ 

гыг) 

Е #—3 ® 

пя 
% 

Е 

откуда послё пербипоженя: 

СО ие 
в отеюда: 

+) Въ 10 279 при четиомъ имЪлие 
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Прюдблы литограловъ: 

и . 
РР и [а (д) ат. о = 

412. Пусть { (2) сплошная фукащя за веонь пути # отъ 0 дой. 
Найдемь предфль, къ которону отремится интеграть 

Гагое (5) 
при безграничномь возрастания о. Полатая 05 ==), ине: 

р а} } 

у РАвва ох И о ой, даа ау, 

пред. че 4% Г а 1(0) ду = #2 (0). 

м1 з 2) бы [= о сов?" 1] [2- оват-ыт ] сы оо я м и. о 

Напишемт, Зи на мото и; тогда: 

(#—0е в Ь 
ое ИИ И воз | [| 9 соты] .... [а поч |, я В % ® 

Подставляя сюда зыфото = оначила 1, лотомъ—1 получимы 

пов С — 605 =) (. сз = (. 603 ") ... (: — 605 и : Е) ® ® ® 

п-т (. + сов ы (= =) (. 4-03 =) ... (= ии п г ® т 

а посл перемножения и извлеченя кводритныхть корней: 

откуда: 

въ 10280 

16 

[ т 2..2. 8" . 
в от --.. с. в 

во вов 

и. 
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ВЫВОДЪ ЭТОТь, КАБЪ ВУДИНЬ, очень проогъ; но вто нользя на- 
звать огротииъ, — потому что, при изхёнени у сть О до ал, отно- 

ен ; проходиеь чрез во значешя оть 0 дой, и 00 этому ав- 

у 
ляотея сонце, можно-ли предфль отношеня у принять за О при 

веяконь у. Чтобы полученный выводь не оставлять сомнфнйя, приве- 

демъ строгое доказательство. Пуеть Е заключается т разъ въ ^, 

АБ ЧТО: 

ря + или равно 0, ыы 

= * боафь 0, по непбо 

Пусть # цёлое чнело манымее 2; оЕо можевь быть взято дозта- 

точно большикь, потому что съ возрасташень о растеть и 27. 

Е ое) аа на питеграяы въ продв- Разложниь интеграль, Г 
с 

захыоп”" п вых, ВОт р Чей, вк 
2® ® 

№ 

рее подае-= | 12 дар +5, 
5 

ЕЯ С 

За боны | ат... 
ых 

5. ы 

вх А 

5 са а 
ре Пр Фа 5 [@) аа. 

Евли функция /(2) на всемъ пути о оть 0 до # принимаеть по- 
ложительныя зналеня, то рядъ ивтеграловъ, составилотщихь сумму 8, 
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воть рядь знавопероивлный, — позому что знаменатель дроби Зое 

ВЬ Баждомъ изъ этихь интегралов ‘положительный, а чнолитель, 0- 
храняя знаюъ н& вееиъ пути 2 оть нижняго до верхняго предбла, 
изывняеть его на противоположный при переходв къ соевднему инте- 
тралу. Если оверхъ того допустимь, что звачещя фунвция / (2) умень- 

шоютея еъ возрасташень 2 отъ 0 до Л,- или что {(2) ебть число по- 

отоянное, 10 рядъ будеть убываюний. Въ амомь дёлй: преобразуемь 

второй чяень положещень # = Е: 

р Е в г 

зад зной) „(т __ и 
О ше" я + 

И 

_ эт ох „(п =—|* Е (Е = ®) йх. НАЯ 
Е ы 

Этииь преобразоващемь им привел второй членъ стины 5 въ 
интегралу, предлы вотораго одинаковы еъ предфлачи нвтегрированя. 
въ первомъ членв, — и такЪ вакъ теперь въ венъ подъинтегральная 
фуньщя по абеолютной величин енЪе, чуть въ первомь членф, то, 

опираясь на 09 иб 376 и 377, заключаемь, что второй членъ сузгиы 
5 ненфе перваго по абсолютной величинв. Тоже заключен!е отновится 
и БЪ рругимъ сосфднимь членамт. Слфдовелельно: сели (2), сохра- 

няя знень -- на протяжешя 2 оть О до №, уменьшается 6ъ возра- 

станбехь 2, или остаетея величиною постоянною, то рядъ членовъ, 
сумы 5 в0фь рядъ знакоперениный убывазоний, и потому, въ тавомь 

предположени относнеежьно (2), сумме 5 одного знака, съ первым 

вя.членомь н менфе эго по абсолютной величин»: 

вт 

ТС: 8>0 50| ты (=°). 

16* 
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Стало-быты: 

А „в у х 

Зе фра | #148 доб и 

о то р 

Ро ное 

зшу с/9/ зни сГУ 

Ч ау-ыо | 5) др. 
о вк 

Предфлы интегрирован въ поолёднихь интеграхахь не зави- 

ятБ от @, и ПОТОМУ СЪ возрастанень © остаются безъ неремьны; 
слёдовательно: 

А Ёп я 

рек, | Зе Ро аа = | ЧУ Р(Оуду--д, | “т (ОЗан, 
о о А 

„А {ит #х 

пред. | Руа — 0.Р(0) | ЧА ау == (0) | ЧЕ ду, 
° 3 5 

тдВ бу веть предёль 9 и завлючается между О и 1. 

ыы 
Съ возрастанень # интеграл } Рау ПОДХОДИТЬ КЪ 5, ® ИНТ@- 

25 
ик 

п @у къ 0 *); первый 26 членъ поснфдняго равенства, какъ 

независяший оть &, остаетея приэтомь безъ пзыфнешя; но этому, 
увеличивая ви переходя потомъ ЕЪ предблазгь, находимъ: 

*) Чо этоть интеграяь подходить къ 0, когда ростеть В, можно видьть 
изъ равложенйя: 
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про, Чередае = 2 740). 
“Такой ревультать мы получили при уеловш, что { (2) веть ил 

поетоянное чиело, или фуньщя, сохраняющая знокъ -= при вовхь 
Значещяхь 2 оть 0 дой, и при томъ уменышающеяся оф возраета- 
земь х. Пусть теперь на пути © оть 0 до # фуньщя (2) умень- 

шШаетея, принииая отрицательныя значеня, кли переходя изъ положя- 
тельныхь въ отрицательныя (при отрицательныхь значоняхь она, #0- 
нечно, тнеленно увеличивается); тогда взявти достаточно большое 
положительное число с, чтобы сумма с -+-{ (2), уненьшаяеь, сохра- 
НЯЛА ЗНАБЪ 4, ПОЛУЧИЗЬ: 

пред. |. Не [с +1] =: [с-= о] =80+/(0}; 

сверхъ того пуфень; 

Р. Е ыы [е А 4) = [ Не ор = Г Я (2) 46, 

Л, м: 

пред. ее “ен @) ) @е-прад. [| Е т собрч-прод. а (@-= 

Тен ще. Е (2) 4%; 

и потому: 

пред. [ ве) аа ЕГО). 

ух т 

[4- Е ие 

„анноя 
. 4 ` 

ияи изъ сравненя его въ позором, | у › который превышает абеолют- 

= 
стремится къ 0. ную величену перваго, и который, равняясь 1 ( 1 
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сли функщя { (2) увеличиваетея съ возрастаяйень $ оть 0 до #, 

то фунвша —[ (2) уменьшается; тогда: 

В раз РИ. прод РГ ве = — 5700; 

а отеюда: 

в 
пред. 1 Ру (2) = 5[(0). 

Осталось разенотрёть случай, когда фунвця { (2) ка пути хоть 0 
до й то увеличивается, то уменьшается (сохраняя, или пе сохраняя 
звовъ). Докажень предварительно, что вели { (2) изкилется въ одну 
сторону еб воврастантежь 22 отЪ @ до 6, при 5>>а>> 0, то интеграль 

® шах |. ее) @6 

<ъ возрастанежь а, стремится къ 0. Вообразимь товую фунецио $ (2), 
которая на всемь пути 1 оть 0 доб изыВняетея въ одну сторону, 

икфеть знолещя на пути 2 оть @ до 6 одинаковыя съ соотвфтотвую- 

щныи значешяил { (@); тогда: 

Г дал [ыы Фа ее уда и Фе, 

И и и 
пред. р тЕ р (@) @епред. й (а) да— пред. АТ да. 

"При изизнени 2 оть 0 до @, и отъ 0 доб, фувкшя {р (2) пзи%- 
няется въ одну сторону; по этому каждый изв двухь послвднихь пре- 

ДВловЪ равьвъ Е {ф (0); слвдоватвяьно: 

5 <: 

пред. о 4#=0. 

Пусть теперь на путя 2 отъ 0 до 1 функщя [ (2) изывпяется то 
въ одну, то въ другую сторону, а ныенно: отъ 0 до д въ одну ето- 

фону, оть @ до В въ другую, отъ 6 до с опять въ прежнюю, ит. д. 
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10 од 
Разкжимь пор [988 —-Р (@) 42 ва пахетралы въ предфлахь 

Она, анб, Вис, ит. д. Интегралы въ предфлакь ан, био, 
ит. до, каждый стремится къ 0; по этому: 

прод. | а) 46 == пред. ], ие ТРО). 

И тавь во ледкомъ случа, по завому-бы закону ии изиЪнялась 

оплошнал фуякши $} (2) на пути 2 оть 0 до положительнато №, иняее- 

эпох 
пров | Р(@®) ат, при беяриничномь возрастанйь положи- 

(1 

теленало а, стремится ив 5 =7 (0). 

473. Топерь, предполагая фунвцио [(2) сплошною ин веемъ 
пути 2 отт отрипательнато числа— а до положительнято Ъ, не трудно 
найти предфлъ, къ ноторову стремится интеграль 

5 
| м (р) ар, 

— 

огла положительное & растет безгранично. 

Разложимъ ототь пЕтеграль на два: 

5. 
Г (р) @ ред [| На р 

2 в 

мае; 

а отеюда ЕАХОДИЬ: 

+. а. . 
а 

О-о =. 
=. 

Найхежь еще предфль интеграла [ тер () 92. ( 2 р 
а 



—ь. ОЙ 
_ прок. | АО пред. ее ({—®а=0. 

—а 

474. Двойной интеграль Фурье. Пусть въ интеграл 

в 
Г Го [9—9 =] ву 

ан положительныя числе, @ п В кавыя угодно, в функшя Ё (9) 
сплошная на веемъ путы у между «и В. Выполняя интегрирован! 
по 2, получимь: 

т [6—9] 5 (у— шау—) 
Г 508 [& 2) 2] = 5 ВИ м 2). миа, 

сяБдовалельно: 

В р Вт —— Эта (и— 
К Родовое ааа Ва вау 

ра 8 
= ода | бы. 

о-< 

Считая В > , дадлнь 2 вначене между а н 8; тогда предфлн 

повабднихь интеграловъ” будуть: нижнй .(#— =) отрицательный, 
верхний! (8—2) положительный. Стадо-быть вели а и В будуть рости 
безгранично, го, опираясь на п? 473, позучинь: 

8—= 

че. НИ. 
«—м 

В—2 

ива. | Еее = 1@). 
и—х 
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Слвдовательно: 

п одобрено деву, 
отвуда: И 

о р о вв [(у—2) |249 

Таиь вырезается функция / (2) при т®хъ зналеняхь 2, которыя 

завлочеютен меду оон В. Раеширяя поолфде предфлн, т. в. 

увеличивая В и уменьшая , мы вмВотВ съ оВыъ будешь распростра- 
кять послвднюю формулу на большее прохяженше 2; если же сдфлаемъ: 
= — сон в == -+ со, тб получинь формулу: 

но Е Горов (тт) 

Еоторад пиветь швсто для вовхъ значений . 

Зъ ней подъинтегральная функщя — четная ло отношению изъ 2; 
по этому ев можно предетавять и подз вядонъ: 

г®= 1 Г. [9 [5 [и —) =] Я ду. 

1 В-есо 

Иптеграль 55 } Ш (9) воз и—) 2] 42 ау, выражая Г (2) при 

18} о #>а 
я 

у 8 при 2=8,-—вЪ чвмь легко убъдинса, опираясь на 1? 1472 п 

и Стало. быть линш, соотвфтетвуюня функщи /(2) п поельдиену 
интегралу, —ливи, пиво уравненлии: 

обращается въ О при «аи при # >В, въ Ши ==, и 

У=Р®), Та .Г] Гиви, 

зовнадають на воевать пути 2 между а я В; при = и нра # = 8, 
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28 ® 7 7, отличаются оть орлинать 

первой: {(а) и #(В); туть вторая жа разрывается, и далье на воем, 

пути 2, больтшаго 8, и на воомъ пути %, маньшаго «, олявается съ обыю 

2-овъ. Таль, если функции { (2) соотвфаетвуеть лишя...НАВР..., 
которой точки А и В ныбють обоциоани © и В, то разсиатривае- 

ординаты второй, обращаясь въ ^^ 

| Р В & = 00, В -= 05, 

Е й л0=461®=3В2 
ти’ 29 мс вр 

ях 

Жому интегралу соотв отвують лики: ... @0, АВ, ОН... за 
иоключенемь зЪ нихъ врайнихь точекь О, Д, Ви в зан виешемь 

ихь точками 2 (середива АС) и № (евредияа В.)). 

эр ох 
та 4715, Предль интеграла | аз > ы При сплошиоста 

{(®) ва веемв пути 2 отъ 0 до #, произведвне 2 }(®) будетъ 

тавже снлошною функщею на томъ же протлжент 2, воли # < я. 
По этому, полагая # болфе 0, но ненве ж, при безграничномь возра- 
стан положетельаго о, инвель: 

Зпоа А А: а 

прок, [зщ Г отепрод, ее. ара бе 

ана | == 270) *). 

416, Предфль интеграла Е ау п (2) 9. ша 

$) Опираясь на этотъ результать, похучииь: а у 

зтах 
т 

в>0 5>0 
$5’ чт’ 

5 

пред. | уе) ав ==/0), при: 
а 
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шах 
Ва 

Л 

Интеграль {®) аз слренится къ произведенют /’ (0), ° 5 

по каноиу-бы закону ни возрастало в, воли # т. Ший-= т, % 

также при # >>, завонь возрастащя а иметь ваше на предёль 
послфдияго интеграна. Выведемь этотъ предзль, предполагая, что © 
фастеть, принимая значеня цёлыхь нечетныхь чясель, — и по этому 
предотавимь « подъ вихомь 2 1. ‚„Предыхутое развуждене зяВеь 

ие примфнино, потому что функция —^ диз обращается въ со при ==. 

Мы я-- 
Разложинь интеграль Г Е Е(@) 4% на два, — одинъ 

о . 

оть 0 до Л, другой отъ # до м, очитая # боле 0, во менве м: 

ив (21-1) Г иниа за в--0= 
: Я : й: #4, й Кедат | 8 в 1) эта Ш аа 

и второй преобразуемь: 

ры газ а у) 

— «—й 

= ее . 
Разлонене примет Виды ' 

еее Г Е ЕО 9) 44. 
0 

Въ послвднихь двухъ интегралажь верхние предфлы менёе п; 
по этову: 

вред. Г 2 деи т 0, — а — 

Е] 
пет о Е [к 2) = 7. 

дома: 

зщ (я-а 
= Г 

пд. Г = О-В, 



— 252 — 

т. в. нокомый предфль равен проиаведеню п на среднюю аривме- 
зпическую между двумя значемяни функции |, отетчоющини 
нижнему и верхнему предьламе нитеромла. 

й . 
471, Предфль интеграла | Ор (ад, гда № > я. 

‘ 

Пусть № завлючаеть въ себ т в разы: 

= . ; >05 живи, (. их = 0, ии, ®. 

Разложимь интеграль на сумму ннтеграловь въ, претлахь бит, 
тия, 2 и 8х, пт. д. 

бисера Кодазе [абы еда №: — Даты... 
Э “ = эта РЕ вШя 

+ | И Йолч-т)е Дав Г быы» м нн-1) 2 а 

Ес 
ЕТ та 

Короче: 

ша (+ зиячык 

Е 
ыы 3 мя 

Интеграль въ прерфлахь ик и (#1) т преобравуенъ въ другой 

положещень ф== т у: 

(+: 
а @ в (29-1) (#т-У) РС а 
РА Ге) 42 В т А В 

= __ Г 3 (99-е р, в 
=| Эа [т -= 2) 4; 

а положен: 2 = им = у доотавнть: 

чит--Р 
| а 1 "ны ид да: 

о 
5 та 

тт 

слвдовательш: 



— 253 — 

[обе 1 -Х Зееь кнадйил. ‘ана та) ве 
вши зе тя 

. 9—1 г: _ Габаноя У ка) [ О на) до. 
Ь С ° 

вшя эта 

—1 

Средняя зриеметичесноя между значещяли У Е@л-н®), отв%- 
С 

чЧающими #=0 хф= т, будеть: 

®—1 м фр 
2 лая $ Ланин) 

2 
=. (к -- к)... + (ея—1)т) 8, 

во этому: 

эта щих. | ве [к -- зах = 
5 

== 5 [+ Де) + а) +... + (т) +299 

Слвховалельно: ели г=0, т. в. # = мт, 10: 

прод. ато ила, Ат м 30 

если пе >” ие 0, то олВдуеть прибавить еще предёжь интеграла, 

тш за ея-ы= = я 
Ааа Ропт-нх) аъ, который == зР(тт); тогда: 

прел. [ ел дрех[А к-т)... (т- дп) «бит | зтя 

И такы: 

и: 
прел. И ре [9 =] (= в =) 

п [2 +7® 89] (= в= ==) 
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== 2 =) = Гл] Ы 

=* [о = Не-ыгет-- 8 (о в= 8") 

пд. 

Разверхываню ФункшИ-въ тригононетрическе ряды. 

418, Белкую фунннию /(@), вакъ увидниь, можно развернуть въ 
рядь вида: 

др д, ов Дов Дов Е + 

—В, эре “+ В. т? Е “+В, бра те 

Рядъ этоть — породичесвй *) (перодь его 24); по этому ееля 

онъ выражаеть фуввиио (2) (которая, вообще, не пеуодическая), 
30 не ка вовшь протижени 2, а на прочяженн одного парода, напр. 
от — а до # = -н 2а, пли, говоря теонетричесви: крявыя, ©- 
отвтотвуюлия взятой фуньшиг и выражилощему ое рлду, совпадають 

ТОяБкО ОТВ & == 0 ДО Иа -н Яа (менду точками, абециоеы вото- 
Тыхь: © и а-+ 2а). Такъ па чертеж Т кривая, соотвётетвующая 

которой функщи, есть АВОД, & кривая, соотвфтетвующея отвв- 
чающей ей перодической функши, состоитв изъ отдёльныхь 460- 

тей: ВО, В’О’, В" 0",..., 8, 96, 5%",..., не совваяющихь 

3) Фувицно Ё(@}, удовлетворяющую условую: & (2-5) == & (2), называють 
перодичевкою, и чиело р — ея перодомь. 
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одной снлолной лин; па чертежз П этн кривня: ...АБ ММ... и 
„РТЕММ) М"... к чт БМ, ММ, М'М”,... Л, ТР, 

посяёщней составллють одну сплошную линию; общая чаеть первныхь 

вривыхь есть ВО, общая часть вторыхь: ЬМ. 

И тавь, допускал, чго кв протящени $ отЪ © до ©-+-2а пифоть 

мВето разложению: 

Зиа Ге 4+ 4,0877 4,608 ее Аи... 

2 ;_ Вю сы Ва Ватт + Вов -н..., 

стёномь нокаль кооффищены: 4, 4,, 4,, 4,...›В,, Ва, Бу,... 

оао 065 части вто поблбдовахельно на @%, 608 -—— ры 45 

д = 12 ар, нзатёыь проннтегрируемь между предьлани ен о-+ 29; 

получим: - 

а-аа а. 
[го аа от титан. 

. +В | р. "Г р. 

[Гота — 4, Гове + 

2-30 
4, [сот оз + А, Го м ое +. 

"а 
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-- В, Г в: | “ак? бесы... 

т, 
А]. Вр й р @ ра п’ 

+А „Гав и р 4 5 о. --. 

2-28 да. В | В ор дар += В ое ае +. 
В 

Зь каждой изъ вторыхь частей этих трехь равенствь останется 
по одному члелу; остальные уявчтожалоя. ДЖетвитольно: 

а-е2а 04-26 
ый йа — (= 2а, 

ааа, 
Е эт ИНН 92 

тих Ак & & [а 

607 6057 8 =| и № п | 0, 
В 

а: |: . ‚26 а е иле 
@ Г _ @ 0 

в т , 
В 

(иле (2-19 ла-лачнва о о . 
=. д безе а в [ ы -- ] 0. т - 

а 

а ое 9% 

2к т— эи-- 
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т и В различны; & въ олучаяхь 92 == 

аи р 
[сов те фа = [+ —- ддт = а, 
а В 

зао й а 
| О а [: те 
а 2 ат а 

и И а 2ь 
[эт 82 4% 2% 
а 

И потому: 

аа она 
[Роас = д. о -= а 4, 

за аа 
[а сое ре А, [оо "5Р ар == а А, 

а 

аа о--2а 

[и ааа, | зе оо В, 

а отсюда: 
ата 

=: [Г 4в, „= 

= (79 за р. а в 

Давая № поелёдовательно значеня: 1, 2, 8,...› получены: 

а--29 о--8 

д [Гедовтеаа, В, = [Рае в, 

ааа о 

отит, В,= аа” ае, 

п. 17 
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2-е 4+8 

==) Нез де, В, —/) Резо “еде, ит.д, 

Разложение (2) представляется въ слвдующемь вид%: 

+34 
Каз) ве 6087 Годы Че--1 еб) де... .. 

аа 
== тт ы Ге эт Я ае-- пи дед. ... 

Въ случа а= в: 

а--9я ых а-я 
Поз 2) ат ый (беовжйх--Е воза] (а) 089%45-—.... 

5-я 1 оне 

по рданаао--ена 9] (в) вт 0+... 
“ ® 

41$. Само собою разулетел, что приведенное разложене функ- 
Щи остается подъ сомиёнйель, такъ какъ при выводь ето мы не раз- 
сматривали остаточнато члена. Чтобы подтвердить полученный ре- 
зульчать, употребизь теперь обратный прежъ: доважемь, тто приве- 
денкое разножешще предетавялеть { (2) для зслкаго значена 2, взятато 

еду сна -+ 2а; другиии словами: зима 

аа ава 
ый аа Е 5 [ор | Е дов Е ве ] МО а =] 

въ возрастантень ®, отремитея къ / (2), всан 2 заключается нежду а и 
а -+- 34а. 

Обозначииь эту сумыу чрезъ Т и преобразуень ее: 

томе Дети одеты тие (ее = | 
} 

= 5 х ов ра элит т =] ода 



«а 

= «|+ = Уонне 

а-1а 

Е (вь--о ея 

хе ба 2 Положлиъ: Я Тогда: == Ь =, 

потожу: 

| за: 24 С 
1:7 

:) 

Считая 2 бозбе и, но лоне а -= 2, пиве: = 

этому нижний предфть послёдняго интеграла отрицательный, верхнй 
положительный, а по абеолютной величин» каждый ненёе с; слвдо- 

вательно, опираясь на п? 475, находимь: 

пд, т [Аа #1) 76. 
> 

Это — при ов: а при ==, пива: 

Гани за (21+-1) 2 Га а 
я , 7 маё — 

") б козы = 2: осо Я чита у 

еее _ ОНУ У 
[1 2 " 

2 е .. ТУ зв У 
5 О И ИН 

31 вру Зв 

17* 
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п опираясь на а 476, вашди-бы: 

Ло е +28), пред. Т. = 5 В 

затвиь пу 2—0 +. а: 

т ПИ (а 9 = 
ош я | ЗА 

НИ мо ин- и (. +94 Е ) 4, 
ыл за 

пред. т ее, 
ич-а 

И тевъ приведенный выше трягонометулчесый рядь даеть / (а) 

при Воявомь ©, ВЗЯТОМЬ нежду яна 28а, & ши я-а в пн 
2=и-- 24 онь не даеть зноченй (о) в {(е -=- 24), & въ обоихь 
случаяхь — среднее приеметнческое между ними. Для значенй 2, зп- 
хлючающихея вн тракиць я и ®-+ 24, 1. е. для да и дя 

> а-2а, зтоть рядь, по своей пемодичноеги, будеть давать 
перодичесии повторяющяся зваченя — те, кая п для 2 въ тра- 
НИЦАХЬ © я в -+- За, 

'Цуоть теперь ва пути 2 оть @ до &--24, при #=8В8=- ОР, 

функшя [(0) разрывается, переходя отъ 9, (ИР} къ у, (МР). — 

таль что ©ъ приближещень 2 въ 8, функцы подходите иди къ у, 
или 5 У, Смотря потому, нодходить-ли 2 къ В увеличивалеь, или 

а=00, В = ОВ а+8=0Е, 

91 = МР = пред. (8 —)}, 

= МР = пред. Два), 

МН = НМ. 

уменьюаяеь. Тотка, разлагая интограль Т на два, одикь от его ниж- 
нато (отрицательнаго) предла до 0, другой отъ @ до верхнаго (по- 

ложительниго), и првобразовывая первый, при 2 =8 получишь: 
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=_= 

зан 28 1] я (29-1) 2 
В) а | За, 

о 9 

прод. Теа. у, 1. уз = Ин = ИР, 

Стало-быть при д = В тритононотричевый рядъ даеть ереднюю 
арнеметическую между у; м 9. 

480, Одвллень: а= т, и==— п; тогда разложене функши 
приметв видь: 

(2) = Ан А. 0ва -н Д.68 8а-н А, 83а -=.... 

.-Взши-+ В.зш 25 + В,зш8е+...., 

я коэффищенты найдутся по формулааь: 

-= 
А-а т. дар, Ал [| Родов ал, 

"1 р 

Ро 
В,=: Г Е зе. 

—= 

Три оэтомь приведенный рядъ выразить (2) дзя веяьаго зна- 

ЧеНЯ =, зандючающагося нежду — пин; а при 2== —пилри 
#==т оНЪ дать среднюю ариемотическую между 7 ([—=) # а) т. в. 
д Ве, 

49. ели, на пути 2 075 © до а -+ За, функшя /(2) разры- 
вается одинъ ити нфехольно разъ, и разрывъ этогъ состоять въ пере- 
ходВ фуниии оть однихъ дВйетвий, ве характеризующихь, въ друтя, 

то во всякомъ случаВ можно найти тригонометрическй рялъ, ее вы- 

фажающе. Такъ, одинъ и тотьже рядъ 

уе А, и сот... Вувтее+ Вузш +... 

даоть значе фуньщя ф (2) ва пути  отъ © до В, затфиь значешя 
фузеци ф(®} на пути 2 отЪ 8 дот, и значещя (2) ва пути #`отъ 
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удобен 2а ав <у<ач а), когда коэффищевты его ол- 
дующие: 

А = $0 -+ | „уаво-- 0] *) 

—1 Г ободе обдв мета [®) др аи | 
в 

В, бд и-- Г ее ее ей ВО то 24 |. 
“ в 

482, Примтры: 

а) Пусть: #(0) ==, а== — т, а== п; огди 

3 

ре + 
Да [| аз-=0, д, == | зозйефь =0, 

а и 

= в 

= | оадйофон- В [ ознуНоее Зое р.) 
я : 5 

стало-быть: 

А ==0, 4,=0, 4.=0, 4, =0, 4, =0,.. 

па & у +24 
* Гы =. 1 5] 7 = +]. фату а звиъ кацъ Функц / 

в 

обращается въ ф пунз >. = р въ ф при & = и въ Е при & = › 10; >т 
< ие 

У ый 9--2а а-нза 

лов ошаз, [уфаз-[ че) аз, [79 | аз; 
& ® В в 

и потому: 

2-20, 8 я-а 
Г. уедаз =| Фе Г Фдаш-- | Кода: 

ыы в ы 



р 

-Х 

5 

> тии, 
И такъ при #. —`, нифень: 

о [302 оо, заб. Нов , 95 
ы т + у 5 В @) 

а при 2 = — пи при 2 = < вторая чаеть (1) даетъ среднюю арие- 
метическую незду — пил, т. е. 0. 

Здфоь взятой функции, т. в. д, сооте®тетвуеть прямая 47), про- 
ходящая чрезъ пачало координать и составляющая св овью ОХ уголь 
въ 45°, а отвбчающему ей тригонометричевкому раду — часть ВС 

этой прямой и параллельныя ей прямыя: ..., 5е, В’С’, В”С",...., 
ЗА исключенемь въ нихъ крайнихь точек нь присовдиненемь ву$- 
сто нихъ точек: ..., Е (-—м, 0), Е (т, 0), Е” (8х, 0},... 

Залзнииь зъ (1) < разностью в — 2; лолучань: 

й эта 12 эдЗх тах ШБ 
пам ое т + {2) 

>—*. .п>0 Вь (2) #2 д: С. 

Сложимь (1) и (2); тогда: 

1—4 ое, ЗЕ из АОИ 1 ® 
т . 

> т >20 (в >08 Таюр вавъ въ (1): 2 у 85 (8): 2 Сок т въ (3:8. 

Стало-быть вторая чаеть (3) при вояковь значении 5, ‘взятомь 

Жежду О и т, даеть постолнное число т. 
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а>—я 
8) Пусть: # (а) = —я щи з,/(@) == при 20; короче: 

ГИ при 7; тотды: 

А = в. Пак ый УЯа-1 2, 

3 сов я— 1 — 
Воин о та. ня 1, 

1 
- | И ира = 
— 

В! | Уйти 9-0. 
—= 

4 4 4 
А — д, 4,50, А д, 4,550, 45 = — 5, 

Слъховательно: 

Ия. =__ < [9038 _, 60830 ‚00858 т, 4) 
= = 1 Е 25 5 р . 

я-—в 
Эта формудв, нибл мото при “о `„, годитея и при ® = — т, 

пи =, — потону что фуннця Уд при двухь поолбднить зиа- 
чещяхь д принимаеть одно и тоже значе т, -— езало-быть и среднее 
ариометическое между ивии будет тоже. 

Функщи Уз соотвблотвуть лиям... АО... га 088- 
чающему этой фувьши трагономезрическому ряду — оманная 

. НОВОСЕР .... Общая часть эчихъ лин: ВОС. 

Полагая въ (4): 2 == 0, получинъ: 

4 1 1 1 . (вв...) вы 



И ВИНЫ 95 

@® =, «= — п, «= п. 

р 11 т". д? Аж | #4 ЕЯ #—=5 

ы зг" 2[”. 4 
«Рив еве на | о? сов од = Вова =(—1\. я, 

я 7 

= 
Ву | Азии ве 0, 

— 
Отало-быть па протяжении д оть — п дон (не исключая и 

врайнихь значеюй жи -= ) нывенъ: 

а =. 4 Е 2 __ 20825, 0535 60845, 608 5: 
4 9 16 “5 - (5). 

7`& яб я Е х 

Функши 2’ соотвётетвуеть парабола... АВОСР...,в огвЪ- 
чающему ей тригонометрическому ряду лишя... НаВОСЕЕ ..., 
состоящая изъ частей..., Н@В, ВОО, СЕР, .. 
ВОС параболы, ВОС общая часть. 

Шура & = 0 получинъ: 

., равныхь части 

а 1 1 1 1 
0=5 4 [1 5-5 .. отвды 
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8—0) -бу--=8 © 

у © 
А изъ (6) к (7) находить: 

сен 
(уе -в)+.=я 

4) Путь == — к, ак, 16-0 при => 2, Г == 08% 
при е 2; чо: 

= о х л 
А= | = 2 оо [ подо: ива ==0 › 

до ее" ооводоваи == [бобер == =, -60520 --5[ 005426 з и 2 =5, 

1 Е” 1 
д о-оввьйи | воззвоввийе- = [ созабовйийа=0 (#>1); 

ЕВ о "о 

° х з 
в.=1| О-зреде--1 | сарай ==1 [ созозйиедо =0, =) 70 =) 

НИ 2—00864+1)=_, тео) я 
Вуз; совабруиийе Ей оз: д.1 ыы =] @&>1). 

В,=0, при В нечетномь ; 

1/1 2\_2 ® : 
В, Вы — 5) ==. жар ПЕ & четнохь. 
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ОлАровательно сумма: 

05а, Гао, Чаи, бабе, Зыабр ,, 1 
2 = 13 3.5 5-7 79 "*- 

обращается въ 0 при велвомь значени 2’между — ти 0, и выра- 
зкаоть 052, когда д заключается между О пт. При = —т в при 
2 = к она дазть среднюю эраеметическую между Ои — 1, т.е. 

— р а пря 2 = 0 средеюю ариеметическую между О и |, т. 6. В 

У 

с 
б 

С: 

Прн изиубнонйн 2 между —п и -нл, этой сумм соотвётетвують 

лаши 40 (прямая) и СОЕ (кривая косннусовъ), первая на пути х 
оть — пло 0, а вторая оть 0 дот, — за исвлочешемь въ нахъ 

крайвихь точевъ, которня слёлуетъ занфнить точками 21 (- т, 5) 

№ (", —1) па (0,1), 
Подохавляя д на мбото 2, получии: 

1 1 2 зов, ю 
у ву #118 БТИ 

$ 5 т = 
18 5 Км вв. 82° 

в а— —п, аа, {= пиес т", Ге при. 

== Е Е. 
А =: 4 ве: Вы; 



ы 00581 _, 60850, вов 7 
4 [вов Э == +75 +....]-= 

миа — 9022, 50 5045 
РО 4 

дать 0 пл #7 — < уп при 2==0, впи > 29, 5 пра = к ила 

&=-_м, 

На протджени хоть —п до т ой соотвётотвуеть линя 
ЛОБ, крохб крайнихь зочееъ 4 и В, которыя замфняются точеами: 

с(—=,) вВ(=, 1), 

оп, ам, = опия, Г = ще 

АЕ] Даю + [ыы | -в-д-рьЬ 
3 о 

4 =1 [ие асов йе ал) + || "Чиоиныа | = 

=1 [Г 03 ей = Г поарьойо | 

Век , Сы 
== я = 100+ @&>1, 
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п = 
[Г сова фе [310008 2в# |= —_ 

5 ° 

° пн: м не Ех в=Н— | ата Г эро зай | = 5 (> 1), 
Е ° 

ы в, = [Гозрьо ва м % |= —1 
я м 5 

= |= 

Хх 

Сула, 

пала 0820 совр с034е ^ с0в5р › вова ] 
НЕ ва 13 3.8 35 + 55 5.7 `”. 

шок 5080 › зрае — Эабе Би бе Е 
Е] 8 я 5 3 

выражлеть — 2 риа 275”, яп а пня 29, 0 приа == 0, К при 

$ =п и прих = — г. ЕЙ, на пути # между — пин т, 60- 
отвфтотвуеть лишя 4 О ВО (часть которой 40 — пряная, 5 чаеть” 
ОВ 0 — кривая синусов), за поключенеиь чочекь 4 (— т, *) и 

О (, 0) к звифнещеть ихь точкани: Я (- к, В) па (с, = 

Изивнеше норядка нитегрированя фупещие в случай 
ел разрыва. 

483. Если фунвшя Г (2, у) — сплошная ва воем протлжоли 
2 ть я, до Х, ну оть у, до У, 10, какь видфли выше, интегралы 
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Г [№ ть да] п й [4 [дв 
разняиуеся порядкомь интегрированйя, равны между собою. 

Нусть теперь между предфлали иитетрировазя фупещя { (, 9) 

разрывается, обращалеь въ ©. Въ такомь случа, вообще говоря, по- 
рядовь интегрированя низетъ вафлние на результаль, п стало - быть 
разематриваеные ннтегрьхы, вообще товоря, не равны. Найдемь уаз- 
ность между ниии. Допуетимь сначала один раврелуь, при 2 == ® и 
у = В, тащь что: Ё (©, 8) = =, — пи че: д) <а<Х, 

<< 
Раземотримь сухигу: 

и-ы „У Хх г7 

[> | Ге) + | [4 | Геущ] (2 . 
5 № 5+8 

Въ членахь ея нодъинтегральная функшя остлетея соломною 
между предвлами интегрированы, — потому чз хотя В и заключается 
хежну узи И, но фупьлия Г (=, у} при у == В хотда только: разре- 

зается, когка пря этоть 2 получавть значешо о; въ прейфлахь же о 
ии — ©, также ани Х, количество © не заключается По этому 
въ постбднихь интегрелахь порядовъ интегрирован можеть быть 
паиёнень, Изжфняя его и въ томь и другомь интеграл», получим: 

—в „У х у 

Че | т, 49] = | [ав | Ге) ву | = о ро оне 

У з—м у х 

= | [ду | Реьз @ |= | [4 | 1,9) а 
3 5 % вне 

-[' {| 4 = Е) и ди. 

Петь: . 

Ру) аа = фу) + 9.9), (> ь преши) 

Гей =Е уе) вы 
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зогла: 

У 

] ме и) 
№ 

ед ф(@ — 0,1) — Ф@ 9), 

х 

пы Пал) е--ьу 

слфдовательно: 

3—5 х 

Деко зу Вело азы [86,8] 2 = 
он 

У 

= [есь эвыу оао), 
® 

навы 

„Х «НЕ 

О о 

У У 

=[ (фе) в — | [вене уфе, 9) 4. 
95 9 

Мы допуснаемь разрывь фунецё он &, кан и Д только при 
&==0, у== В; отазо-быть разновть & (2, 7) — & (®, 4) предетав- 
ляеть фунедро солощную на воем пути у ежду я о кя-не, п 
потому: 

«че 

Теа, въ ао --ова, Ве, ], 
=— 

тд =, — количество среднее между я и ине. 

По этоиу, замбиля вафеть св тбгь интегралы 
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х У 

ГЕ, уе ав и Г [об-е ау 
ео % 

авныяи ив двВоЙныви интограчами, долучихеъ; 

х У 

Г [421 ге, ау | —(©--5) [Е в, У)—Е в, и) = 
20 % 

У х У 

=[ [4%] 6 94| [Фачьу)— ев, 44. 
9% о % 

Съ приближешень о не %Ъ 0, суниа © -=.е подходлть 5% 0, а 
равноеть & (2, У) — Е (в, о) въ Е (а, У) — Е (а, у), —стело-быть 
второй членъ лВвой части стрехитоя въ 0; но того же нельзя сказать 

отпосптельно втораго члена правой чаетн, -- потояу что функия 
ф (@, 9) разрывается при переходё у чрезъ В, котла при этозиь 2 при- 
нвмаеть знамен а. Поэтому сразяее предфловъ вой и правой 

части (Богда © и е подходяеь къ 0) приводить къ формуть: 

х_ ух х. х 
Гаь р теузуау =] [ву [ тб] — 
5 % % о 

у 

ие. [ [9(@-+,9)-—Ф@— 0,9) |4. 
Е - 

ели функшя # (2, 9) на протяжеши 2 отв, до Х пуотъ у, 
хо Уразрывается нвоколько разъ, при я ==, у==В, при 2 = а, 

у— В, Шиа =, У= Вы, т. д., о: 
х х у х 
[| герб |=] [аи [ Гера] — 
= % У = 

У 

— 0. | [6-5 у -—(@—,9) | бу 
Е 

У 

яр. [2-9 — 9, —9,,9) | бу 
ео 

У 

—.| [2-е — Фа, — о]... 
У 



— 218 — 

Фориулу эту можно призернить кз выводу мносихь опрехвленныхь 
интограловъ. 

484, Повфримь её на двойномъ нитегралф: 

2 
Та т о (еР- у в]. 

Въ немь подъивтегральная фузищя напротяжени 2 пусть — 1 

до -= 1 уазрываеся одеть уазь, пря 2 =0, у=0 (при д=0 

она обрыщаетея въ — 5 зь ® послфдиля дробь прё у==0 в5 — 5; 

обралено, если. положить сперва у == 0, о фуввщя, обращаясь въ, 

при 4 =0 раеть + сэ). Отало-быть здёеь и = 0, В==0; а тевъ 
камъ; 

2. Ы Ф: пролзволь- 
| аи = ну 9 ©), (+ ее) 

то: 

9ву=— и. , 

(в, у) оао, ФСЕ 

5 

Е — д 
= о 

нор: еба-ка) 
Выполнимь интегрирования: 

т р = у у в 

‚в-нуяе 1 

ча 
Тр И 2 Г ыы В т; 

ыы 

Гм" С 
п. 18 
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Им ТЕ р] = Та к кри = 

разность двойныхь пнтеграловь = п — (— п) = 9. 

ча = аи 
е . в а ру 

] эр =]. -@) (ее За, 

= = 

4 В в т че | рые) И аа: + Зе, 
> 

ше (те зе)? пр. ме пр. ве = 

Кратные интегралы, разематриваемые как предфлы 

суммъ, 

х 
485. Двойной интегралъ ГГ Ре, и) 49 4, похобно одивот- 

о . 
ному, номно разсматривать хакъ предфлъ, къ которому стремится суима 

значений { (2, у) Ау Аз при измбненихь х отъ м, до Хиуоть д 

до У. Возьнель чежду и, л У промежуточныя величины: у, у, 

Уаз: И разности: У, — Уз, УИ, У, а 
обозначизиь соотвфтетвенио трезъ: Лу, Ау, Азь,..., А, *)} 
тогда, опяраяеь на 0? 378, пифенмъ: 

у 

ГРооздауяиок.[ Каина паук -ау, озу, 
9% 

или #0046: 

Г. 7 ау = пр. У Реь у) у. 
и 

*) Эти разности однозпачны, потому что: у чи <... «УХ, 
если У > Ури 2 91 >90... > Уп Я, в0ли У < Узувъ первомть слу- 
чай онф положитезьныя, во второмь—отрипательныя, 
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У 

Вели обозначимь разность между сумею У Те у дунвя 

5 у 
предфломъ. { Р(о, у) ау фезъ в, чо: 

30 . 

ы х 
[ года У Ге А — в. 
% - % 

(© стрежлиея въ 0. визетВ еъ Ау, т. в. вифот6 оъ кшдымь изъ при- 

уащенй: Ау’, Ду, Ау, ...; АУ). 
Олвдовательно: 

хх хх. _ | х 

[| Г герба = | Уве нае — [ ов 
2% Ех } =, 

х х х 
_ Ум Г го % || ой. 

Е ых о 

Обозначныь теперь разность между сунною 

Ну) Аи --Ра, у) Аа, Ру) Ан... РА, 

(въ котороя Ая, Аж, Ая,..., ба, однозначных разности: 
ы х 

2—1, и—т,,..., Х— 2 д)вея предфломь | (о. у) аз 
2 

чр88Ъ =; тогда: 

Г ‚Леда $ Ре Ав 

ху х( к. 1 х 

ГОГ дед ауав= ие м! | 54 = б 5) у % 

хх 

— У Ульуалу— Хау Гоа» 
% о % ы 

Колнивотва о и в стремятея въ 0, первое  вибет® съ Ау, второе 
18* 
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зиЪотЬ съ Аз; по этому и каждый изъ ДВухЬ поелфдинхь членовь 

чаве подходить въ 0 *); слБдовательно: 

хх хх 

ГГ голдаиве=ьиек У ХР) еду. 
2% ` о )% 

х < 
Въ сулыв У №5 #(@, у) Ах Ау чело членов, которых оче- 

% “о 

Том эт, растеть безгранично съ пряближещень Ах п Ау къ 0. Если 
ВЫНИСАТЬ ЭТЕ Члены отдельно, то она приметь елфдующий выд: ^ 

Кари А А-а уд Ая Ани А, „Ан 

--Иару А, Ау, Ре уд Аа, у.е зуда Ау 

Роу) Ау Ка ура Ау, рудАяи _и- 

Иона ОАову о ОА неа оу АУ 

Перестановкх членовъ ие изивнить ны сумы, ни вя предфла; по 
этому мы можемь замёиоть эту сумыу сримою первых» членовъ горя- 
зонтальныхь отровъ, сложецною съ сузмюю вторыхь члеповь, ит. д., 
х, в. бУМНОЮ: 

хх 
УХ Ув м 
т 3 5 

& тавъ вавь кв предёлу поелфдней сумхы приводится двойной няте- 
траль - 

т У 

3) ЗЕлуа, ЗАуна (2-- 9} (в одно изъ ореднихть зноченй г) 
Е) ео 

Хх 

] об Хм) (в; одно изъ среднихъ зпаченй 6), 
= 
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Ух 

Г [года 
% 

то: 

ху ух 

| Гелбе=| | Куееа.. 
5 9% 3 

Этижь подтверждаетоя иозависимосоть результа двойнаго ияте- 

трироватя оть порядка иптогрироваея, 

486. Придбняя же разсуждещи къ тройному интегралу, ло- 
лучиыь: 

ху х уд 
| [ [ Ру, @заув== | [пех У ХГеьд Аг [4 

ых ы % 

— Г х < деду — о [9% ® стремится къ 0 ) 
и 2 ь я #5 ы ы [Е бъ ви Ау 

= У У[ь м. Ку, 52] [ ъв 
Ее = о 

= УХ» дал Ааа | (вл) 
Ем | — "у, у =, съ 45 

хд ` х 

Иа, у, ЭдАоваву— О Усе — |, об 

% 5 

| 
МЕ У 

ЭМ 

Предфяы двухъ послбднихь членовъ—ноли *); по этому: 

хУл 5 2х 
Иеу, г) азауде == прод. » ел) АвАаАу. Г, Иез о У» 59,2) 

2 2 

ое ет И (ино) 
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Отадо-быть п тройной интеграль момно разснатривать какъ предфль - 

суины значенй подфинтегральной фуннци / (2, у, 2) АзАуАх при 

изнфнени переибнныхь ненду предфлами интегрированй, Не трудно 

распространить эту теорему но четверные и вообще крелные титегралы. 

487. Пусть толорь въ двойномъ ннтеграяв нитегрировая!е совер- 
шаетоя по у нежду продвлажи, зависящими отЪ 2, потомь 10. между 
постоянными предфлеми, В» тавонь натеграль, который во воякомь 

случа цожко разематривать хажъ предфль. сущуты, изу нение порлдка. 

интегрирована здечегь ва 60б0ю измбношо и’ результале, хотябы 
подъинтегральная функщи и остазалаеь` еплошною’ въ предфлахь 
интегрирования. 

Тоже шиов можно. оказаль и относительно тройнато интеграла, 
вь кохоромь инчетрироване совершается, положить, пох въ пред\- 
ДЬХЪ, ЗАВИВЯЩЕХЬ 01$ 2 Я у, зАТЬМЬ по у в предфлахь, завиеящихь 
оТЬ $, И НАЕБОНОЦЬ ЛО’ ВЪ ПОСРОЯННЫХЬ предфлахь. 

Въ приложещажь часто уазбнатриваюя таого рода интегралы, 
и ‘между прочинь при вычиеленяхь объемовь и поверхностей тлъ, 

Вычиеленя объемов, 

488, Для опредблени объема хфла, ограличениехо поверхностями, 
разобъемь его на безконечно-малые элементы тремя сиетемани плос- 
костей, соотяфственио параллельных ь плоскостямъ координать, Каж- 

ДЫЙ изъ этих эдементовь будеть ныфть форму прамоугольнато пара- 
елетипеда, (плоокоети координать пред- 

й полагаются взанино перпендивуляриымн), 
: и если разотояня между парами смежных 

Нловкоетей, соотвётотвенно параллель- 

ныхъ плоскомтямь ХУ, ХЯ к УХ, 000- 

значимь трезъ Аа, Дух Ах (приращеня 

Хх  БООриавАЬ и, у и 2), то объешь элемён- 
тарнаго паражлелепипеда, выфазитея. про- 
изведен!ень Аг Дулх, — безвонечно-ма- 
лою величиною третьято порядка, (считая 

Аз, ду п Ах одното порядка — первато). Собирая эти элементы по 
лин, параллельной оси ОЙ, до храниць эль, и складывая ихъ объ: 

У 
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емы, получимь. сумиу > Аг Ау Ах (безконечно-малую втораго ло- 

уядка), продотавляющую объейь параллелепипеда, у котораго одно 
ививрена, параллельное 02, конечнов, ® два друмя (Ау и А) базко- 

нечно-малы.. Скяадывая эти объемы, собирая их по плоскости, 

паралльльной` плосвоети ` 72, до границь тфла, получим ‘сушит 
23 Аг Ау дл (безконочно-чалую первято порядка), выражающую 

объемь Вща, у котораго хольо одно изирене (Ая) безконечио-мало. 

Наконець, складывая объемы этихь безконечно-тонвихь елоевъ, по- 
лучинь сунну >32 Аг ду Ал, величину конечную. Исвоный объ- 

ом5 тфла выразится предфломь поолвдней сушьы, или, что все равно, 
тройньигь интеградомть 

У Чеаувь, 
з5 которомь предвлы питетрировани Фавиенеь оть поверхноетей, 
ограничивающихь тёло, и пайдутся изъ уравненуй этихъ поверхностей. 

При первожь скледывани элементарныхь объемовъ, по. лини, 

пераалельной 02, мы вобираеть тв олешенты, для воторыхь $ иу 
овтаютел поетоляными, и.при первходь оть одного въ другону язув- 
нлетея ОЛЬКо #. 

При втором ‚словени,ч-сложениг объемовь’ безконечно-чонкихь 
параллолениледовь (втораго’ порядка), дия составленя #35. нихъ. 6ев- 
конечно-тонкаго слоя (перваго порядка) ны собираенъ т изфнихъ, 
которые прилегають въ плоскости, параллельной плоскости У2, в 
отало-быть для которыхь 22 остается посгоякиыиь. По этому, выразкая 
Объемь тёла тройнымь интеграломь, ны при пером» интегрирован, 
по 2, будемь очитель 2 и у по- 
стоянными; при второмь нтие- 
трировазуи — инлегрированйт по 
у фувющи, уже 2 въ 006$ не 06- 
держащей, будень считать 2 мо 

олояннымь, 
489. Пуоть тьло ограничено 

поверхностью 2 == { (2, у), плос- 
костью ХУ (2=0); двумя плос- 
костями, параллельными плосвости 

ХЕ у=, У= У) и дв 
плоскостями, параллельными плосности У (2=4, #==Х); тогда пре 
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дБлы пнтегрированя по 2 будуть: 0 и [(е, у), поу: у и У, по 2: м, 
пХ; и потому, обозналая некомый объемь "бла презъ Г, паек: 

Хх. У лю) 
= | Г ] 4: ду ат. 

5 5 
о 

Выполняя питогрировеве по &, зы этотъ тройной пнтеграль пря- 

ведехь въ двойному: 

ху 

Р=| | Ра, уудуат. ри 
- о % 

Двойной интеграль можно получить я пезавиенио отъ тройнаго, 
разбивая разенатриваеный объенъ на элемелты не тремя, а дву- 
мя епотенами плоскостей, параллельныхь плосхостлиь ХЯ и УА. 
Объешь олементарнаго параллелепипеда будеть тогда 2Аудх вл 
Т(@, у) ду 4х; стало-быль: 

хх ху 

т=ии, У УГеууа = | | еда, 
2% . и о 5 

490. Если тфло ограничено поверхностью 2=={ (, $), плосностью 
ХУ (+==0) и цилиндрическою поверхностью ф (2, у) = 0, то предфлы 

интегрироваюя по уп по 2 навдуноя изъ уравнешя слда дилинкура 
ца плоскости Х У, т. в. изъ урав- 
незя ф(т,у}=0. Оль этотъ- 

дННЯ созенутая, и потому иЗЪ 
уравнения ого получижь для у яв 
иоябе друхь значенй. Пусть 

этяхъ значенйй два; у, =, (#2) 

и у =ф,, (9). Функции фи) п 
фи (®) будуть предвлами илте- 
грирбвавя по у. Чаюбы найти 

предёлы интегрированя по 2, заибтинъ, что у, и у, бближаютел ло 
8$ приближеня д въ его предфламь, и дфланиея равными, когда 
принииаеть то пли другое предзльное значенйе. Отало-быть. предфлы 
янтегрироватя по 2 (обозналимь вхъ чрезъ а, я а} найдучея изъ 
уравненя: ф, (2) =, (<). И тавъ ноконый объемь, 
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би „Фи @} 

7= | [Иер 
+ ® 

На чертеж АГ воть лия переофчевя ловерхиоетей а===(т, 9) 

хо(я, у)=0; ММ проэзщия этой хнши к® илоекоеки ХУ, или, что 

вае равно, слфдь цаливдра © (х, /)=0 на плоскости ХУ ОРи 09 

предфльныя значешя (а, и а;;), т. в. координаты х тфхъ точекъ 
ствда, въ когорыхь кавательныя кЪ`вему параллельны 0еи ОУ, 

Получать объехь Г мы можежь н изивняя порядовъ интегриро- 
Ваня, ко изувняя при этомъ и предёлы интегрирован. Тавъ, 

воли уравноне ф(х, у) = 0, по разрьшени отновизтельно =, даетъ: 

== (9), 2, == (И), а Лавнеше: & (У) = 6) даеть для у 
значеня 6, и б.., то: 

5: ба 
7, Иозуаоу. 

Ни 
„Если сявдь цилиндра на плоскости ХУ переевнается прямыми, 

параллельными ОТ, боле чВмъ въ двухь точкахь, то разенатривае- 

у 

ОЕ а 

ОБЕВ 

ОМУ 

О 

ок 

| 

мое тЬло -можно разложить на нфекольво другихь, найти объемы 
позлёднихь отдельно п потовь сломать этя объеня, Пуеть надр. 
сядь оэтоть есть фигура АВОДЕЗА. Казалельныхь къ ней, 

параллельныхь ОУ, четыре: 4, ОР, ОМ и ВМ. Соотвфтотвенныя 

этижь кабательныхь значеня % путь буду: ы $ ти. Ордн- 

ната, у нибеть зо зааченв при == а, два у #7 ‚< # трипря 2==8, 

четыре при 2 2. ь три при 2 = 4, два при & 2 {; и одно при #==8. 

Пуеть ординты тотезь линй 4@ п АВ выражаютея фудещами 

$, (®) 1$. (2), ордлиаты точекъ линй ОС н ВО—фунвщями &, (#) 
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н&, (2), п наконець ординати точекъ лай С : РЕ- функциие, 
&® не, @). Пловвость 2 == В длить разематриваемов тЪло ва тру 

части: одна часть отонть на. фигур АВО, другая на ВОЛ и третья 

на ДЕЗ. Пусть объены ихъ: И, 7 Е Г, а объем воего трла И; 
тогда: 

и у вы 
7. =| [оу У, А Рева, 

ыы ь® 
о. 

7=|, [Ис руб: УЕ И, и 

Количества в, 8, у и 8 — корни уравнений: 

=, иф=ё®, ф=ё@®, ы=ь®, 

@ хоревь перваго, В — вторато, ‘у третьяго я 8-—четвертаго. 
491. ТБ АВО А’ В’ 0’ ограничено пятью поверхностями: 

2 1, У), 2-Е, 9, Ф(@, )=0, 6, И -==0, Ву) = 0. 
Изь нихь, какъ видихь по 

уравневязь, поелёднйя три цилинд- 
ричесвя, съ производящими, парал- 
лельвыми и 07. Первая и вторая 
пусть первсбкаются съ третьею по 
ливямь АВ я АВ, въ четве- 
тою— по зинмиъ АОя 4’О' п еь 
патою — по лишяиь ВСн ВО. 
Прозещи этихь лин на, плоекоетя 

ХР, пли, чо вое равно, сязды 

цилиндричесвихь повержноетей ла 
этой пловкоети, пубть: а, ас и 66. 

Уравненя  ихъ: (и, у) =0 (лини 06), Ф(д, у) =0 (лиши аб), 
&(1, у) = 0 (лиши 66) пусть дають послвдовательно: 

Уф @, у=Ф @), у= (я). 

Абещиоы точекь а, 6 и с на плобкости ХУ (назовемь ихф бук- 
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вами м, В.и 1), Бажь точень первезченя вривыхь ар съ ас, аб съ фе. 

п ас 65 0, пайдуел азъ ураввемй: 

9 (®) = $ (а), «® = ®,  /=ЁС. 
Полагая: а < 1 < В, проведать чрезь липло Сс иловкоеть, па- 

аллельную плоскости У. Эта, пловкоеть раздёлить твло АВОА’В’С’ 

на двв части: АСОА’ОТУ и ВОРВ’ОТУ, объемы которыкь будуть: 

хм 

Гея 1, @, у) у ах, Ри — 1 (©, 9)] ба; 
#2 ® 

& сухие отихь объеновь дасгь объень АВС4’Б’О". 

492. `ТБло ограничено одною поверхностью, уравнение которой, по 
разрёшени отвосительно 2, пусть даетъ; 

2, = $, (@, У па, = Фи (8, 9). 

Чтобы найти объемь этого тёла, вообразимъ квсалельную къ 
нему цилиндрическую поверхность, произзодящя которой пораллельны 
овен ОР. Хиня касавя этой поверхности 
5 давною раздёлоть данную поверхность 
ва двЪ части. Пусть одна часть нажняя, 
другая — верхняя, и 2, относизя къ 

НЕЖНОЙ Части поверхности, 2, ЖЪ зерх- 
ней. Для точек общихь данной поверх- 

Носта и дилиНдричеекой, г. е. для точекъ 
лини касануя, 2, в а., Флаются равными; 
по этому уравнен цилиндричесвой по- 

верхносги, а товже олфда ея не плоскости ХУ (или проэещи лия 

вавашя на илоскоста ХУ) будеть 

Фи (ву) = 9 @,9). 

оли это уравнене даеть: у, ==, (2), у, ==, (#), а уравие- 
но $, (2) = 9 (2) удовлетворяють два значеня 2:0, и @, 10 
объемь раземлтриваемато вла выразитоя интеграломь 

ди Фа) 
ох 2,9) — 2,44. 

$1) 
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493. Примюры: 

2) Объень усёченнаге (плоскостью, ле парахлельною овновакио) 

прямоугольнаго параллелепипеда. Позстнлгь начало координаз"ь въ вер- 
пик О оновашя ОЛОВ параллелепипеда, & оби координат на- 

ба=а ОВ, 

ОР=ы, АВА, 

ВРЕЬ, 0б=Ы. 

правныь ро ребрачь 04, ОВ и ОРТ, я обозначияь длины реберъ 
Од п ОВ овповыйя чрозЪ @ л $, плошадь основаяйя чрезъ 6, длины 

`реберъ, порпендинулярныхь въ основанию чрезъ 2. й,; й, п №, ибно- 
ый объежь убфченнаго параллеленииеда ВЕ чрезъ 7; тогда, вели 

2=0% = Ву у 

веть уравнене овкущей плоскости Е, 0: 

ав ье 
У | [| е- буду ==: | (Ваз = ВВ -- 2) ао 

53. о 

й 2 
5 аа 2 =5. т. 

Подотавляя въ уравнен!е. плоскости Е коорщинаты точекъ: 
2 (0,0,1%), Ва, 0, №), РО, №). и @ (6, №), каходящихея в 

этой плоскости, получииъ: 

М =, № = 09а + 4,1, = №1, = ва -- № +1, 

откуда; 

А ау ВЬ + 8% $ ы ь . 
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Сльдовательно; 

7—5. А, 

т, 6. обзем усъченнйо эрилоуольнаяо параллелепипеда равен 

произведенвю площади вв основанёя на среднию ариеметическоию 
между боковыми ребрами *). 

5) Объеиъ эллипеода. Выразниь обземь эллипооида’ тройвыиъ 

интеграломь |] @г@удх. Предълы ивтегрировавя по’2 найдежь изъ 
и 2 2 

авнентя. 8; — Ея = 2 = ] азуфшаял его’ отновитехьно 2; он Ро На , ; 

будуть: 

го ИЩЕТ 
УЕ Е *, #25 У я 

предёлы внтегрированя по у найдежь изъ уравкевя: 

= 
Риз ИЛИ: 150, . 

воторое даетъ: 

= 

—. = 
у я шутя; 

предёлы интегрирован по 2 — изъ уравиеня: 

= 91, ШЕ 0, 

отЕуда: — а, да==-а. 

И чакъ, обозначая левомый объемь чрозь И, изевемь: 

ча -ъУя же У: 

*) Резульшить этоть получается очень просто олементарныхь путезть: 
двумя разкожении порпллеленепеде. на треугольный пфизыы: 
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Положене у „= 1-8 2Пф даетъ; Чу Бутов; 

по этому: 

Иа 5 Бе 2) 
. 

$) Объемнь тёла, ограниченнаго плоскостью «—0, шаровою поверх- 

НОСТЬ: У 2°.— 82 ==0, и цилиндричесною 23+. 85-0. 
Выразимь этоть объемъ двойныиь интеграломь / [г ду ах. 

Изь уравнения: сну‘ -г2— #0 положительный = У 
изъ уравнения 2 +7—72=0 предфлы интегрироващя по у: 

и =— УВ, = УВ; 

изъ уравнешя: у==у,, или: Ве—яй==0, предьлы ннтегрировашя 
по д: 

&=0, а. =. 
Исвоный объень путь 7. 
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= в У: 

”-| р урав :[. [= ду а. 

Уяр 

Ув? 

з| Ур %-[у Удо 
Уз 

—_ яз| 
г 

(В УЕ» + (№ са атовй дек. 

в __ в 
= 0: У Вади [= 37) мозт У в. 

Ё . 
[В—дУвш=аАю, а 5 

р: __ |: 
Га ауте т уз = 1 аз У | В 

хз Ява 
6 ей В--х 48 = 5 

яз 4' 

= 9 

32 тв и. 

з) 

494. Пуоть У объень тьла вращения, ограниченнаго поверхностью 
врашенйя: 

ИР 
и плосностями: = и #==Х, 
перпендикулярными къ оси зращеня. 

Круги АА’ н ВВ’ пубть обченя 
поверхности этими плоскостями. 
Кривыя АВ и А’Б’— чения по- 
верхноети плоскостью 22; уравие- 
Ея этихь вривыхь въ плоскости 

ХА, — первой: г = { (2) (считая 
[@®) > 0), второй: а = — [ (2). 
Бривыя ОР ОТ’ — обчешя по- 

(ОХ ь вращеня) 



— 288 — 

верхиостя плоскостью ХУ; уравненя ихъ въ той плоскости, — первой: 
=), второй: у——7(2). Сёчеыя ги, какъ.сфавнга плосвостлии, 
проходящииы чрезъ оск вращенуи, — мерпа овальных, Уравневе по- 
верхноми пращеня дяетъ: 

Уи; (они) 
по этоу: 

х +7 Г (=) 

Т=2 | | Уве) —пауав-=4 | Уп ах 

® —Л®) 

7 ы 
а такъ кавуъ: Гоа, 0 фФ=т {7 @))*, то: 

Рек Г. ОЕ 

Результать этоть подтверждаеть выладенное въ п? 407. 

Вычисяете поверхностей. 

495. Дани отранляенная чабть поверхиости; требуется оваи- 
чину *) вя выразить въ квадратных» сдинидахь. Раздёлияь раземат- 
ризаежую поверхность на элементы двумя спотемами параллельных 

плоскостей На каждомь элемектв (вкугри ого, вяв на границ) возъ- 

щехь точиу п проведемь чрезъ нее каевеольную плоскость въ поверх- 
кости до вотрёчи съ четырьшя ближайшими розбивающихи плоевостя- 
зи. Ерин каждом олешенив поверхности увииьь образонь построятея 
НлОСЫЙ элементь (часть касательной плоскоетл), ихвюлий фору па- 
фанлелограмиа. Сушиу площадей вевхъ этихь плоскихъ эзементовъ, 
до границъ поверхности, мы хожень выразить въ квадратныхь еди- 
цицахь. Оъ уменьшошехь взанхныхь разотояни! тхь и другихь у3- 
бивающихь плоскостей, площадь каждаго элемента уменьтается, под- 

+) Не говоримъ площадь поверхности, — потому что терминъ площадь от- 
носять обыкновенно кЪ плоекимт фигурам - 
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ходя вв 0 (при этомъ число олементовь растеть безгранично), а сумиа, 
площадей, измфпяяеь, етренитея ть ифкоторому прехзлу. Эвоте 

предльль и будетъ величиною поверхности. Мы увидиыъ, что онъ не 
ЗАВНОНТЪ ОТЪ ПОЛОЖеВ точекь ‘на олементахь, презъ которыя прово- 
дятел забалельный плоовоети, п отъ завона уменьшевя разоголнйй 
межиу илоскоетями. Пусть; (2, у, 2) ==0 уравнене ‘поверхности (въ 

прамоугольныхь координатах), х пусть разовкающуял илоскости одной 
системы параллельны плоскоеги Х.2, & другой — плоскости У, Раз- 

вмотримь одинь изъ олементовь поверхности при точкВ 1 (, у, 2), 
чрезъ которую нроведемь и касательную въ нему плоскость. Элеменсь 
этоть пусть ММГ, в соочвфтотвующий ему элометь на, касательной 

пловкоети— ММ С, К; позявда — пловиНЬ, и по фагурВ — ларвлле- 
лотражь *), Общая проовщя этыхь элементовь въ ллоскоти ХУ — 
пуямоугольникь лей №. (На зторовь чертеж, большаго разифра, про- 
эк предетевяена, въ пяоскости параллельной илосвости ХУ). Пусть 
® площадь послфдняго прямоугольника,  пложадь параллехогражица, 
ММГЕ, = овтрый уголь, образуемый пормалью 2 въ поверх- 
пости © 6ъ осью. 07; тогда: 

чи ма 8%. = ау УТРО, тд 97} 

#) Плосве элементы не прилегають боклыи другь #Ъ другу, п по этому 
пе составаяють сизошной поверхности, 

и. 19 



а тавъ кадь: о. тк = Аз Ау, то: 

= ААУ р-н 

Складывая площади парзллелограмиовь, собирал сперва 2%, для 
которыхь % обтаетея постоянямагь, ми получим суму: 

ЗАЛИТО, 

эявменты которой паходятен при одной и гойже плоскоетя, парахиель- 

ной плоевоети У, и по одну ея иорону, 

`Складывал подоблыя суячы, изифнли при этожь 2, получииь 
сумку: 

У ЗАУМИ, 

предфль которой, двойной ннтеграль 

И УНР дуаа, 

и выразить нономую величину поверхноери. 

Предфаы питегроровыий найдутел изъ уравценй прозкци на 

паоскоети ХУ тЬхь лаюШ, которыми отраничена, позерхноеть. 

Плоскость, ваватольную въ элементу МУР, мы провели чрезъ 

точку ЛГ. Еслы прозееть 6 чрезъ другую точку этого эдемента, 10 
площадь соотв тотвующаго плоскаго элемента, будеть другая, отличная 
отъ в, а площадь его проэвщи въ плоскоети ХУ прежняя. Обозначая 

эту новую пяомадь чрезъ в,, & уголь, образуемый съ осью ОХ нор- 
иалью кБ поверхности въ новой точкЪ, чрезъ у,, получим: 

1 а. _ © 
в) == з 1 

05 . 
О он в 09? 1 508 71 , 

В 
пред. 2 — пред. 

слфдовательно предфлы вуммъ За я Хе одинаковы. 

Леадимь другое опредёлене величин кривой поверхности. Въ 

данпую поверхноеть впишемь поверхность мнотогравную, собтолщую 
изъ плоевихь пряолипейныхь фигуръ (треугольннковь или вообще 
кавихь-нибудь многоугольниковъ), и етанемт подводить каждую граь 
къ 0. Чноло граней будеть при этошь расти безгранично, а, граница, 
многогранной поверхиоети подходить къ лиш, ограничивающей еря- 
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вую поверхноеть. Сула площедой граней, т. е. величина многогранной 

позерхновти, изийлияеь, будеть вгремиться къ нзкоторону предфлу, 

который м представить овзичину кривой поверхности. Поважемь, 
Что таков опродфиене величины поверхности приведет влъ.тому же 

двойному инчегралу [УТ р'-+ 0 ду 4х. 
Винсавши многогранную поверхноеть, проведемь прелнйл сиетемы 

разефкающихь плосхоетен, изь которыхь одив параллельны плос- 
хости ХА, друпя—плосковти У. Этини плоскостями мнотогрелная 

поверхность раздвлится нь частн, число которых будетъ одинаково 
съ чиеломь элементов» крлвой поверхности. Наждал изъ этихъ частей, 
вообще говоря, будетъ состоять изъ ненолькихь граней. Равошотрлыь 
одну изъ тавихь частей, соотв тетвующую парадяелограниу ИМГ/Е.. 

Пуеть ота часть содерииеь зъ 6068 # траной, площади воторыхв: 
2, 2.,.... В» & Руна площадей. Пусть &,, &,..., &, Улы 
(оотрые), образуемые нормальными къ этииь граняяь св 065ю 07. 
Сухие площадей прозвй граней на плоскость ХУ дабть площель 
прямоугольнава мии, т, е. произведене АхАу *): 

308 = 608 Е, +... 208, = Аз Ау. 

Не нарушал поелёднаго равенства, ны мощехь въ немь углы 
Б,.6»..:. 6, Занить яфкогорымь есредвимь иежду налиедьмииь и 
ианбольщииь деф ныхт. Пусть этоть заифняюлуй ередейй есть 8; 
чогда: 

{Дер -н... +Н 2) 08ё == Ая Ау, иди: Ре08ё == 45 Ау, 

откуда: 
Р=АвАу. 205 Е 

1 
Сравнивая Р ъ в == Аз.Ау- пт Я ИВреходя потомь въ пре- 

дфлу отноенця, находишь: 

Р_ 0087 сот 
ВТ пр. Е з — 1Р6Д, съ 1, 

откуда заключаеь, что; пред. Х Р пред. Х в. 

*) Разематриваемую часть поверхности и положен!е вя относительно плое- 
кости ХУ’березъ такими, чтобы проэкди! граней не ложились одна на другую, 
а цаждал заяимала отдфльцое мБото, и стазо-быть во виБот6 составхязи 
прлноугольникь ий. 

19* 
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Жели-бы величину поверхности разоматривали, какъ зредлие 
мноофанной отисанной поверуности, то пряшля-бы опять въ 

тому 2о результату, двойному интегралу [Г У --фазау. 

496. Прилиурз: Наадема часть ММ (черт. с 1? 493) шаровой 
поверхности: 22 - у’ 27 — #1 ==0, отрЕзываеную цилиндричесною: 

я-у— В =0. 

нии — = 0, 

са-ар == 0, у = 0, р, =, 
^  ерякя в 

УЕ у и . 17+ Е УЖ 

Пусть 9 некомая поверхноеть. 

Е +" Уд 

буде 
=] Ге $? аут: =] рее, 

У 

УВ 

49 ов а Ш `в 
УР УР, ь Жо’ 

Г ^ о 

в — 
8=28 | поете вв 

В 

== разности, между четвертые повертности, шариь в площадью 
прямоузольника, читмоциио основащемв Фаметрв, а высотою ра- 
98 шара. 

491, Пузть 5 часть поверхности вращены: 

ий), (ОХ къ вращения) 

между плоскостями: $ и 2-Х (перпендивулярными въ оби 

вращения) (черт, п° 494). Дифференцируя уравнене этой поверхности, 
получинь: 

ар —=Г@®)Р@), у-- м=0, откудаг 

ри, 
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по этому: 

ки ион #} = [9 [= гу] 

У я-а ее 

Раде ° 
Ол довательно: 

Хх +1) 76 

а Ува | [оутроумь в 
2 7 9% 

& ТАЮЪ БЗЕЪ; 

50; 

х 

52| УТ (Ра. 

Обозначимь чрезъ $ дливу дук ОМ кривой СЛ), считая отъ 
точки О (въ которой 2=2,) до произволькой точки М (5, У) этой 

кривой; тогда: УТ + (Р@)} ах = 45. ДБйотвительно: изъ уравне- 
щя кривой ОЛ (у== (9) инфень: ду = Ё (@) 4%; по этому: 

488 == ай -- ауй — [1+ (Рая. 

Слёдовательно: 

х 

Е % - 

Этишь подтвержузется выведенное въ п’ 420. 

498. Ноли въ двойном или тройномь иниетраяв предёлы инте- 
трировавя но даны непосредотвенно, то, разематривая интеграль, 
кавъ предёль суммы, ны изъ найдемь, когда дано то прозяжена, въ 
БозОромь иВыёняютея перенфнных при переход отъ одного оленекта 
симы къ другому. Границы протяженя приведуть къ этимь пре- 

дФлемь, 
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Тавъ, въ двойном интеграл [ ГЕ, у) ду Я, раслроетраняе- 
#> 
<Х 

›‚ или, говоря геометрически, на всю площадь прямоугольника, 

монъ на вов значеня 2 ну, удовлезворающия неравенетвалеь: 

9>ю 
Е чу 
отраниченнахо прамыжи: 2=%,, #=Х, у-=у,, у== У, — предфлы 

питегрироваюя, какъ соотвЪтетвующие транвцамь прямоугольника, 

т. в. его периметру, будуть лоу: и и У, & 10%: Жи Х. Инлеграль 
этоть, какъ видъли, выражаеть объемъ тфла, ограниченяаго поверх- 
ноетью 2 == (9,9) п пловкостями: 2=0, я=%,, == Х, у==у,, 

у= 17, 

Раапроотрания двойной интеграль / //(, у) ду 42 на во значе- 

вле лу, удовлетворлющя пераволству Ф (2, 9) < 0, — другини сло- 
замп— на вею площадь фагуры, огравиченной криво Ф(д, /)==0 *), 
— ны найленр предВлы питегрироваяй изъ уравнения Ф (2, у)=0, 

кавъ было показано въ п? 490. Интетраль этоть выразить тогда 

объемь тЬла, огравиченнаго пловвоотью #=0 п поверхностями: 

в =) ноу) = 0. 
Если для вовхь точек внутри иВвотораго лв, функция ф(2, у, 2) 

иметь значеня отрицательныя, 5 для точевъ внф этого тВла — по- 
ЛОЖТОлЬНыЯ, 10 длЯ тОЧешь, взятыхь на границ та, она обра- 
титея въ 0, и по этому уравнене поверхности, отраничивалощей +Вло, 
будеть: ф (2, у,2)=0; тогда тройной интеграль Г] ГР, у, 2) агауах, 
равпростражяемый на, вов зпечени 2, у, 2, удовлетворяющая неравея- 

отВ7 © (2, 9, 2)< 0, — другими словани— на з6е пространетво, огра- 

ниченное поверхностью ф (2, у, 2)==0,--- продотавить предёть вузы 

произведений олемопгариыхь объемовь Аз Аи Аа, неполниющихь раз- 

бшатризненое тАло, на соотвтотвующия значеня фунвши (, 9, 2), 
— и предфлы интегуаровая!, хакъ отв®чающие границовь т%ла, най-- 

дутея изь уравнения ф (2, у, #2)=0, кавъ было похавано въ по 492, 

Въ случаяхь болбе сложныхь условй для предфловъ интегриро- 
зануй, интограле разбивается на ибовольво пругихъ интеградовь еъ 
особыми предфявми интегрирован! дя кавдето. 

*) Мы предполагавшь, что кривая эта— соминутая, и что Фунишя $ (2, 9) 
дли точекъ внутреннихь относитеньно этой кривой принимаегь зкачешя отри- 
цвтельныя, д для точекъ виЪшнихт — положительныя. 
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Преобразоватл двойныхь нитеграловъ, 

499; Данъ двойной интеграль: 

Ре, уе, 

распространяемый на во значения сну, удовлетворяюлия неравенетву: 

Ф(л, 9) < 0; требуется преобразовать его въ другой введешень на 
ыфото 2 и у новыхь переифнныхъ. 

Залнииь сначаль < новою перешённою и, которую свяженъ съ 
2 ураввенеюь: 

=, у. 

При интегрирован по 2, з телерь визото 2 по а, сяблуеть у 
отитать постоянныхмь; по этому повлднее уравнение дасть: 

— 2 42 — а Ча, 

и митеграль приведется къ интегралу 

9 
ГГЕ@, уда ду, 

въ воторомь: А (а, у) = [1 (4, УТ —ви,у, Я воторый равпровтра- 
няется на вов значешя @ и у удовлетворяющия неравенетву $, (а, у) < 0, 

ТА: ф, (а, У) = [Ф(®, фа 
` Преобразуемь и цостВдазй интограть. ФВведемь вафото у новую 

перемвиную 6, связнаая 06 съ у уравкенемь: 

УЕ 5. 
Таль кавъ при интегрирован по у, а теперь, съ ввеленемь но- 

вой перемённой, ло 6, сябдуетв @ отитать постоянинит, то: 

д %=#%, 

я поелёднйй митеграль приводетея вь интегралу 

а, 5 дааь, Пт, 5) 
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въ которошъ: 

У, 5=[к Ди ВЫ (“= [1 кц, В) 

п который распространяется ва вов значеня @ и В, удовхлетворяюлия 
коравенству 

9 (2,6) < 0, гв @(а, 9) == [© (а, Урны. 

Предфлы пнтегрировавй подразуювваютел. Они въ данном» ик- 
теграль “найдутся при посредотв® уразненя ф (2, у) ==0, а въ по- 
слёднохь при носредотв ® (а, 5) =0. 

И такъ, подразумввал предёлы интегрированы, нызехть: 

Пре уееду = [Е 5) @&) Я 4046. 

Зивеь ( ®оть производкая %, зыраженная 25 а в 6 изъ урав- 

нони: . 

&—ф(@, 9), у=8 (4; 9. 

Дифференцирул первое по @ и по 6, принимал эти леренфиных за, 

незавиениыя, и отало-быть разематривая хи у какв фушци а нь, 
получишь: 

052 060 0 _ №0 
да ди бу да В бу 

откуда: . 

22 ду 0 ду 
__ 948’ 60а 
Яо 

90 

Слядовачельно: 

& 2% ду _ №4 
2% 54а 

п потому: 

лезу азау- [[ вое 8 — Я ааа, 

Обовивчинь ф (а, & (@,5)) чрезь & (а, 5). Фунвио (а, 5) ножно ` 
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составить примо изъ /'(, у) за вною 2 и у фупьлилый 0 (а, В) х (а, В). 
„8 деду . . 

Разность; р 5—5 до 0ЪЬ дафференщальный опредфлитель функ- 

ЦИ 9 Её и собтавится при поередотв8 пронзводныхь: в, м, Е 

Е =). 
5 

Ра, 5) = (0 (а,5), 5,6] 

вы В оШи вм 

Послёдый инчегражь раопросяраняетья на ве значешя ой, 

дня воторыхь © (,5) < 0, гдё © (а,5) = + (@, я] 
2—9 (а, 5) 
= | 5) 

500, Хь тону же результату приведуть слёдуюния разсужиени, 
Пусть завнонность иежду прежниии перенбннымхх зну и новымя 
ан зыражаетея уравненями: 

$=0(9,5), у=8 (4,5). 

Дифференцируя эти уравненя, кохучнуь: 

80 2 = #4 

а я д =Яа-- В. 

Пра нитегрированн во 2, въ двойномь инзехраяв [Г И(а, у) еду 
слёдуеть у считать постояннымь, & по этому Фу равным (, огало- 

быть; 
Е 

@ д ИЕ 540+ 54 ==0, отвудь: @6 == — ЗЕ ба, 

5 
я ло этому: 

& 2008, 0% 
80 20 а 4% №8 

47 — да — с Е 41 ЗЕ 42, 

*) ОпредВзихель этоть но 0; потому что Функц 0 и $ независимы (09 119), 
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20 & __ 90 88 

Роазау = || Рот Иа, 
Л 

има 
а, уе яя закъ. фунвщю ну *), п Разематриввя Е(. 

пня вЪ виду интогрирован!е сперзь лоу, введемь зибето у новую 
поремфиную ©; тогда, считая а постолинымь и по этому 4@ полешь, 
получиниь 

=; 
влёдовательно: 

ГГ Реьз) авау = [2,5811 2) да. 

501. Разомотрпьгь преобразован двойнаго интеграла съ теометриче- 
ской точни зрьни. Мы знаем, что питеграль / (<, у)9а ду, распровтрая 

ненный на. во значения 2 ну, удовлетворлоцил неравенетву (9, у) <0, 
воть предфль вуууы объемовь прямоугольныхь парбллелелипедовъ 
(а, у) Ад Ау — базконечно-малыхь втораго порлдка), отоящихь на 
плоскости ХУ, проетпрающихел до новерхновтл 2==/(, у) и обнимав- 

—№ 

*)`Всогхо можно представить себф  выраженныйь въ а и у пононую ураз- 
нешя у — (а, 5). 
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мыхь нилиндричеекою поверхностью ф (2, у)==0, другими слоземи — 
объезь гла, ограниченнато пхоскосзью ХУ поверхностями; #={ 2, у) 

и (2,5) == 0. Эленентарные объемы, его состазляющуе, образуютел, 
когда разевкаемь тВло двумя системами пхоскостей, параллельныхь 
воотвтотвонно плоскость воординагь ТЯ и ХА. Но повлёдай 
объемь, который обозналинь через У, можно получить, разбивая 
тВло иначе на элементы. Вифото плосвостей вообразимь ив онотемы 
разбивающихь цилинирическихь поверхностей оъ производащини на- 
`раллельными ви 07, Слфды этихъ поперхноетей на плоскости ХУ 
пусть вривыя М, #?, КТ’,... нот, ти, т’ н",.... Вудень раз- 
осматривать элементарные объемы, зазлючаюлиеси между двумя парачи 
енежиыхь разоБнающихь ловерхностей, стоящих на, кривояннейныхь 
элементахь плоскости ХТ и имфющихь высотами значевя фунющи 

Ре, у). Педаль сучны этих объемовь, обнинасныхь циляндуи- 
ческою поверхностью ф (2,/)=0, даеть тотъ же объень И, который 
предотавлиеть разсматривавный нятеграяь. Пусть уравнеяйе кривыхъ 
первой опетемы: 

{®) фи @, 9, =0, 

\ уравноме крузыхь второй слотемне 

в) фа @,у,9) =0. 

Количества ан 5 перемюнные параметры, или юриволиней- 

чыя координаты точень. Лля вебхь точень паной-нибудь изъ кри- 
выхь нервой снстены, напр. вривой 14, параметрь @ остается поетоян- 
ныиъ, а $ измвняется при переход оть одной ея точки въ другой. 

Длл возхь точекь какой-нибудь изъ кривыхь второй енотены, напр. 
кривой им», парашетрь Ф оставтея постоянныеь, & а изивняется. Изъ 
уравненй (а) и (6), зная прямолинейнныя координаты (2 и у} точки, 

мы найдежь оя вривохияейныя коордичелы (& ил 68), в наоборот. 
Прямодинейныя координаты опредфляють положеше точки пересвче- 
ешь двухь пряныхь линШ, & криволинейных, вообще говоря, перо- 
обчетемь двухъ кривыхь, Жоли иривой #{ отвЁчаеть нараметую а, 

„кривой ти, параметр ©, го криволинейных координаты точен $, точен 
переевчешя этихь кривыхь, будуть аи 6. 

“Разонотрииь фигуру 295”, завлючающуюся между емежными ли- 
мяни  н 7 первой онотены вривыхь и смбжными лизби #000 и 99 
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второй снотеми. Жоли прикять безконечно-малых лини 79, ри, 99 #78 
за пряных и въ зыражешяхь коордигать точовъ р, 0, 7 И $ отЕННутЬ 
безконечно-малыя выше перваго порядка, то эту фитуру можно при- 
нять за парелиелограатьгь. ДОвйствительно: пубть параметры кривыхь 
МУР, ти п оуи’ соочвфтетвенно: , @ =. да, Вир 95 (44 и 4 
безконечно-малыя одного порядка); тогда вриволинейныя воординат 
точекь р, 4, ни $ будуть соотвётетвонко: р 

анб, а-- да ив, ви -+ 4, @-- дви 06, 

& пряколинейных (обозначая ихъ для точкн 2 чрозь © ну, Е не при- 
нимая въ разложешяхь приращенй я и у безвонечно-милыхв вые 
первато порядка относительно @а и 4$) 

: . 22 ду 
для точкя 4: 2 а, у-- ша, 

хля почв г: 2-26, у, 5 5 

й . д 99 оду д 
дли точки 8: 2 «ба 90, у 9, 

— откуда ВИДИМЬ, 910 рд==7з и рн==08, и отело-бычь фигура 
2457 — параплелограмиъ. 

2 ду % Пропзводныя: 52 

2—8 (в,0), у==6 (@,5), 

ду Е . п оь найдутся изъ уравнотй вида: 

вытевающихь изъ (а) и (6. _ 

Полатал для краткости: 

9. 8 д. 8 а -А, ба Ъ, рай, а =Ь, 
45 

по разностямь координать точекь р (2, у), 9 (&-- №, у) и 
9 (в-№, у-- В), ваходихь: 

площ, рзг==абе, вел. (1, #)==866. зо, (0 аа 

Стало-быть элементарный объень, стоящй на фигурв 2497 и 
проетирающйся до поверхности: # == { (2, у), будеть абеолютная ве“ 

личина произведения: 
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(деду 2 ду Е, Би аавь 

зы: РР (а, 5) ==1(6 (6,5), 6(@,5)}. 
Тавъ выражается элементарный объень, воли не пряничать въ 

немь безконечно-малыхь выше вторало порядка; по эти базконечно- 
алых но идють виинзя во предёль сумыы; по этому объемь 7’ вы- 

фажаетея двойнииеь интеграложь: 

Ро (Ш 
фаепространяемьтиь на вов значения а и 0, удовлетворяющия веравея- 

таз: $ (90,5), 8 (@,5) < 6. 
502. Закфнимь прямоугольныя координаты полярными, пря 101065 

ВЪ яечалв воординить и полярной ови совиздающей еъ овью ОХ. 

Еели порвыя сиу, а повлёдия гиф, то; 

3=1005ф, у==е9Шо, 

д 
д" 

и. а 05 ф, © Е "ло, е 7608 Ф, 

деду _ 08 ду __ а Ш 
яж ви "(Фр =, 

ге уатаи = | [Косовф, тт)" 4. 

Вывлючая изъ уравиетН, связывающихь прязоугольный коор- 
дннаты съ лолярныки, сначаха ф, потомь ", получииеь уравненя въ 
пряшоугольныхь коордикачахь тВхХь лин, которыми при полярныхь 
воординаяахь, плоскость ХУ разбивается на элементы; уравнейя 
эти: 

я--уи=я (* перешённый парамечръ) 

у=2 $ (ф перенфиный нараметръ). 

Отеюда видныь, что одна изъ биотенъ `разбивающихь ин воть 

система окружностей вруговъ, пыфющиь обще? центрь въ начав ко- 
ордиать, а другая--сонстеме прямыхь лин, проходящихь чрезь на- 

чело координатъ. Элементарная площадь между этими линями, если 
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принять 96 за пораллело- 
трамиъ, въ разоматриваенонь 
случа будегь прямоуголь- 
линь, которато стороны: @Р 

и 99; она заключаетоя шеж- 

ду окружпоскями, опредьзяе- 
щыми раддусами и я л-г =, 
п прямыми, овредзляеныни 
долготами фиф-=- 49. 

503, Объемь тьла, огра- 
ниченнаго поверхностью 2—2 “29° и плосностью ХУ выражамся 
двойнымь интегралонъ: 

+ + . 
| [ в ааду, 

который, накъ выше вндёли, равенъ т. Найдень ого, преобразовывая 
послёдю интеградь вводещень полирныхь воордицалть. Обозначая 

иеБомый объель черезъ У, пифемь: 

7= 7 ы ры аа; 

& такъ каб; 

Разещитриваемое тёло сеть ло вращещя, происходящее отъ 
обредетя кривой: 2==6—^° около осн 02; по этому объенъ вто иош.- 

Е 

> 
И х 

но найти и одипочаыыгь интегрироланемь: 

й 
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О 2 
У=н| 9 4:2=—к[ В42= = | кь@ =", 

или: 

У = 1# ба — "| ее нет, 
с> < о 

504. Площадь эллипса можио выразить двойныиь интегралонь 
194, рввпространяя ого на веВ значения д п у, удовлетворяющя 

р 
норавенонву: © 1 <0*.. 

Введемь нозыя передфнныя № в ф, и овяжеь изъ о фи уу урав- 

ненами: 

— 21605 ф, у==МвШФ; 

тогда: 

2% у . 22 : д _ . 
5 -=0008Ф, „05 Ф, 55 аи о, т; = 4608Ф, 

89 9 аи + аРизиВо == 06 9506 ‘00 $ $ 

л 

5 
илоЩ. элянпеь == г ] аи ди о == Пе! р 4] =*ар. 

о о о 

Уравненл линйф, которыши въ этожь случа площадь эплиноа, дф- 
литоя ца элешенты, въ пряхоугольныхь координатахь будуть: 

Е = (# перен. параметр) 

У 255 (ф перем. парвиетръ). 

Изь нихь видиыъ, что одпу снотему этихь лин предетавляють 

подобные между вобою эллипоы, которыхь общий центуь въ началв 

координать, & оси на‘овлхъ воординать, а другую — прамыя, прохо- 

даши чрезъ налало воординать. Похуови эхлинеовъ (аи и 64) про- 

*) Такизть же интегразомь выражается объемь прямаге цилиндра, кото- 
раго основа — эллицсъ съ полуосями а и 6, а высота — единица. 
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порцтональны ал $, и помнится — одн® оть 0 до а, друмя оть 
0 доб. 

505. Объенъ эллипсоида можно выразить двойнымь интегра- 

лошь: 

2е [| 1—5 Иа, — 61493), 

распространяя ого на вов значешя дн у, для которых 

Связывая 2 и у съ повыми порожбииьии #4 и ф уразненяня: 

2-= 0008 Ф, у=физшо, 

находиыь: 

92 ду _дтду : 
а =, ут-5Ь-й я УГ р, 

объеть вашшдидь — 050" [и нУТ— аи вы фе. 

Объень тфла, ограниченнаго плоскостыьо ХУ, шаровою поверх- 

НОСТЬ: 27 + у 22 — 2—0 и цилиндричееною: *--у’— Юд-=0, 
(с 1493) можно выразить двойпьшь литеграломь; 

Пути уу, 
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равпространяя его на, всф 2 ну, для которыхь: у — А < 0, 

или иначе говоря: ча вю площадь врула: ну — Ве-=0. 

ЗВведемь полярных координаты ии Ф; 

=, ужтуву, У л=У—э; 

для продфловь интегрированя по г ямвень: 

7 — Висозф == 0, отвуды и, =0, ги == В 608; 

для предфловъ интегрированая по феравниваень 7, о 7; получныь: 

08-20, отерци 008ф=50; отало-быть: ф==-— финна *. 

Й чакъ: 

+5 В003ф < Во08Ф . 
повоный объемь Ув | [У аар= Г У. 

—= а оо 

В со $ даа = Вс о 

Но (КУН [. Е ] 21—52 $); 
В [ 

+} Эти предфшы предотавялются и сами собою на чертеж. Пусть МР40 
и МКОХ, офченя шаровой и ци- 
звндрической поверхностей съ 
плоскостью ХУ: Сфчешя эти — 
крути; первому служить ра- 
друсомь, . второму — даметромт,.` 
Собирая элементарные объемы, 
столице ва второнъ круг, по 
нвлравлевую радтуса вектора при 
одной и той же долготВ Ф, пи- 
димь, что рамусь вбкторъ из- 
мфияетея въ границах отъ 0 р 
дотн = ОИ == В сов . Залвыъ 
чтобы это сложение элементовъ 
было сдфлало по налравленямт 
зобхь радбусояь векторовъ, 60- 
охьБтетвующихь точкам ок- 
ружности МКОТ, долгозВ сяё- 
дуеть давать веб зкачев!я оть ра 

т п 
ар. 

и. 20 
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по этому: 

РРР = 8. 

Тоже было выведено другнао путехь въ 0° 493. 

Часть №№ шаровой поверхности 29 у 2 — 1—0, отдЪ- 

ляеная отъ нея цилиндрическою: 27 -+- у— Ях==0, (п 496, черт. с 
1 498) равна: 

х Нозо ы 
8 р га а и’ на дз з 28}, р 1 в Зо <) д == = — 22, 

506. Преобразуемь интегралъ |} ИТ-- 7 -- 424 (величина 

повержновтаи) въ другой введенемъ лолярныхь ноординатъ: 

= 05 шо 9 да воз 
== 003Ф 5-х, ИФ о, 

уУ=тзтФ)} " ` 

Тин (#)- ̂ (5) 

Пугеи-ефавау = [узнала 
Новыуь перезфнлымь соотвфтотвують, конечно, и новые предфлы 

патегрироваяй. 

Пузувиниь эту формулу иъ послёднему вопросу 1°`505: 

^— 1—2 (урави. шаров. поверхноств), 

прений 2—0 
2 ужея? в» 

зелич. поверхя. =АВ 
= 20 8 

'Прелёлы интегрирован! даеть уравнене дилиндрической поверх- 
ности: и"? — Ду Ф==0. 
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Преобразоващя тройныхь пичеграловъ, 

507. Данъ тройной интегралъ: 

ПЛ, к давдуае, 
распространяемый на вс звачены х, уп 2, удовлетворяющуя нора- 
зенотву: 

Ф(в, у.) < 0; 

требуется введещенъ новыхъ перемённыхь преобразовать его въ другой 

интеграль. 

Зажбинаиь 2 новою перезённою «, которую свяжень съ я уравие- 
зе: 

& == (а, у, 2), (1) 
ога: 

__ 9% 42 — оо 44, 

и потому, обознемая { (Ф, (@,9, 2), 9,2) чрезъ И (а, у, 2), циежы 

Иго, д еду а = [[ [ру в вау аа. 

Цовлзлюй пнтотраль распространяется на вов зналешя а, уна, 

удовлетворлюция иеравенетву: $, (@,,2) < 0, въ которожь $, (а, у, 2) 
веть Ф ($: (@, 9,2), 9, 2). 

Далфе, введенежь вабето у порежённой 6, связанной съ у урав- 
зонтезть: 

у= фи, @,5,2), (2) 
изъ вотораго: 

ву, 

мы приведемь интегрель ыъ влдующему: 

Г 9% 9 И [ль @,5, 2) (=) Я дааьаг, 

' ду 9$ п од А (0,1 (,6,9),5), (9) [9] щьа, 
20* 
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Нажонець, зводя с выето 2, связывая ихъ уравненень: 

#==0(,5, 6), (8) 
Е0т0роз дать: 

= 4, 

получимь: 

Иво, (=) (бы) аваьае, 

56) =, (а, 6, 6(а,5, 6), & (=) п (=) 

о д . 
выражаютъь с ды съ занёною # футктиею 9 (а,5, с). 

= ты: Е, 

95 

Уравнон?е (3) выражаеть 2 въ новыхь нервивнныхь @ф нба 
въ помощю (1), (2) и (3), мы па, и у выразныь въ 2, В и с. Пусть 
эти послёдня фувкщи фи &; етало-бытер: 

д=-ф (а, 60, у= а, 5,0, 2=0 (40. 

Функции ф, Ё к 0 незавиенны, я по этому дифференщальный 
опредёлитель ихъ не 0. 

Е(а,6, в) можно получить изъ {(х, у, 2), подотавляя вз {на мЬ- 
вто 2, уи2 функции ф, ён 9. 

Миаожители (=) и (ы ) слвруеть выразить въ а, бис. 9т0 

мы едфлавиь, дифференцируя (1) по а, Бис, (8) пофи с, разомат- 

`ривая при этомь 2, у п 2 кавъ функщи а, бис: 

А ВЕ © 

яя О 
о 8) 

= т) 
ди 94 04 (9) 
06 42 в 
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(5) к (6) доюты: 

2, _ № 0 9, 0 м №. 
ду буд дуб в уе ду} 

& изь (4) нивенъ: 

вяБдовалельно: 

26 [ду 02 ду 0е\ ду (двди де ==) да [д ду _ де ду 
2 да \ № 5 05) 06 0 05) 286% 69), 

5 м } 
56 66% 

& текъ вавъ (7) п (8) даютъ: 

м 
24) 25 6 `` 56 
( в) 0 

в 
то: 

и) 2% 00 _ 08 [буди _дудг\ бу [0=0к ди де (дтби оду 
да 2 / в 94\86%6 0605) 04\06% 005)’ бе\0Ь ео 9600] 

Послвднее выражен есть дифференщальный опред®литель 

функий ф, 6 9, которыми перенфиныя 2, у и е вырыжаючся въ но- 

вых перемёниыхь а, В и с. Обозначныь этотъ опредвлитель чрезъ 

ры) 
И так: 

Гель давауа: = [[[Резьд р(-+ и) ава. 

Послфдий тройной интетраль равпростравяетея на вов значеня 
а, $ ис, удовлетворяющие неравенетву: 

Ф ($ (а, 5,6), Е (@,Ъ, 6), 9 (@,3,0)) < 0. 

508, Другой пень. Дифференцируя ‘уравнения: 

2—5), у, 9), = 0,69, 
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получить: 
— 9% 0 м 45 — 5, @а + 54 +46, 

— & & 
ду — «Ча у = 46 

__ 29 90 в 
42 — Ча = 96 + 4. 

Пр питегрировани по 2, олдуеть у и 2 считать поетоляныяи, 
и стало-быть Фу и 42 колями; по этому: 

й 9 . де Аа а, 

—_ 9Е & 
р ве 

98 р 80 
0 — «ва-н 546 + 546, 

откуда: 

ЕЕ 0 009 
да 96 * 06 да 25 04 да 55 

[2] Е и, = и 06 а, 

54% 4% 95% №5 

а в _ м), № Ем 2% (& 90 50 
2 Е м/км ши) * ма 5 66 ва, ) 
Р— 0008 4 

5% 6% 

Зазьнля 45 этишь послфднииь выраженемъ, мы можемь подъин- 

тегральную фуницио разоматрявать, калъ функцио о, ун2. При ин- 
тегрировани по у, слвдуеть в и 2 очиталь постолнными, и отало- 
быть 0 н 42 ноллае по этому: 

= -- а, ОИ ас, 
откуда: 

о. ди жа 
5 Е из 

4 2 4, ау т 45. 

9 бе 
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Теперь, заяфикя Фу кайдонитиь выраженемь, етоневь разематри- 
вать подъинтегральную фунзцию, каж функцию а, Би 2, При внте- 
трирован по 2, считая а к 6 постояпинив, п стало-быть ба 46 
волами, инфозгь: 

__ 99 
4 = 5; 46. 

Залфияя 42 послфднниь выраженель, ин ировзведена 47 ду 42 

приведень въ произведено: 2(= р я ) аа 9 4с. 

Слвдовахельно: 

гель дата ве [Ев 95(=% я ®) да 4 ас 

509. съ геометрической точки зрёнйя лнтограль 

ГТРезлу, 8} аз ау ве, 

раепростравленый па вс значения 2, и 2, удовлетворяющая неревен- 
отвуо (2,7, 2) < 0, ложно разсматривазь, какъ предфль сузыы пронзве- 
денуй олемонтарныхь объеновъ До’ Ду Аз па значеня функции / (2, у, 2) 

для точекъ внутри тВла, отраннченнато поверхностью ф (2, у, =0. 
При этомь олежентарные объены получаются отз разевченя тфла тремя 

епогешами плоскостей, соотвфтетвенно параляельныхь плоскостяхь ко- 
орднвазь. Но разбивать тВло па элементы ножно м не плоскостизш, 
= вообще какими ипбудь поверхностями; п потону вообразниь тру 
енетемы поверхностей, травненйл которыхь пусть будуть: 

був у, В) 0, (уд =0. 
‘гренённые параметры а, Вис можешь разснатривать, хавъ 

зриволниейныя координаты, — координаты, опредфялодия похоженя 
точевъ пересфчентлии трехь кривыхь поверхностей. Вели вривоти- 

вейные координаты точки даны, то, ©ъ помощю уравненй; 
$ =0, 5.04, ==0, ны лабдень и прямолинейныя вя коор- 
Дипаты, и ваобороть: по даннымь 2, у н 2, вавдемь а, В и с. Пуеть 
эти уравнемя, по разрфшен?и ихъ относвтельно 2, уи 2, дмоть: 

#—4(,5, с], у==8(@,5,0, #=0(@,5,5). 

Зообразинь но парВ смежных» поверхностей каждой свотемы. 
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Параметры первой пары путь ах @-- Фа, второй: Бир-н 46, 

третьей: с и с-н 46 (да, 45 и @с безконечно-налня одного порядка). 
Эти шессь повеухпостей, взалыно 

Ра пересёкаяеь, ограничивають 9ле- 
| к монтарный объемт А №. Велна, бис 
| Ар параметры его поверхностей 42, 
Та АГ я АО, 10 а-+йа, 6+ ис-+4с 
| х #) ы будуть параметрами поверхностей 

| ВМ, СМ и КМ; чтало-быть криво- 

й —_и льиейныя координаты точевь вза- 

пннаго. пересбченя этихъ поверх- 
яоетей будуть слфдуюния: 

чочвя 4: 4,5, 6 точки К та, 8, сс 

В: а-- аа, 5, с Г: ааа, 6, с-- 48 

С: а, 5-55, 6 М: а, --аЪ, е--4е 

2: а-- 40, 5-- а, с М: в--4а, 5-54, с--4с; 

в, прямолинейных коордянаты, если откипуть 35 пихъ безковечно-иа- 

ня выше перваго порядка: 

точЕн А: ху, 2 

: да и 82 В: ава, у аа, 2 „Ча 

да бу 
С: 2-н ав, У» а, 2+0 

2:2 Мад-- ааь, уч На-На, ока п 5 5 

Ка 46, У-Н о де, а-- 1 с 

Г: ры аа--® Е 2 аа -- ас, ре 2 а-- -4с 

. дк Е ду р 4 де 
И: 9-46, у + 1.46, а-- +4 
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.. [2 9 д ду ду Е 
М: 2-е д 46, у-ва + Фр 46, 

92 дз д= 
2-е 99 56-96. 

Отеюда, принниея днк АВ, АС ит. д. ва прамыя, нывезъ: 

АВ = 02 == КЁ -= ММ, Аб -= Вр—= КМ = РМ, 

АК = ВХ = СМ = БМ. 

Теперь докажемъ, чо точки 4, В, СиД (3 выраженяхь ко- 

ординать которыхь мы пренебрегли безконечно-малыни выше перваго 
порядка) ложно разематривать лежащими въ одной плоеноетн. 

ДёНегвительно; уралнене плоскоети, содержащей на себф точин 
А, ВВС, слвдующее: 

Р(Хх- +99 -8(2—)=0, 

тдь козффишенти удовлетворяють условлигь: 

05 ду №7 
Ру да-н 9 и -- Ва ==0 

д 8 9: Рф -- ФВ 4 

а такъ кавъь изъ этлуь условий нием: 

3% 06 Рева) они) п а--йа)=0, 

10 отсюда заключаемь, что в точка 1) прянадлежить той же пло- 
овости. 

Также докажется, что л позерхноети КМ, АМ, ВМ, Аи ОМ 

можно принять за плосвйм. Велфдетвйе этого х%ло АМ превижаежь за 

нёралляелепипедъ; тогда объежъ его легко найдется по коордянатамь 

зершннъ 4, В, Св К; ояъ будеть абсолютною величиною произве- 
дения: 

0% [ду де __ ду дк дз р 
{ 9\ 56 6 4005) 406 & 5 

д [05 05 да 08 92/0: ду  0ю Е 

260 6—6 05) { }- ( дада, 
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или: 

2-8 Е) ааа; 

& произведение ‘объема на соотвётотвующее значене {(2, у, 2) будеть: 

05 ди 9: Ра, (и ва, 

тд: 

Ра, 6) = (фе, 6,60), 0(9,6,9). 

Двйствительная величина элемевтарнато объена, & отало-быть п 
произведеня его пе {(2,7,2), отлнчаетея отъ пайденной ва, бевко- 

Еечно-малую величину зыше хретьяго порядка. Но предълы суапгь, 

кажъ дЬМотвительныхь, тавъ и найденныхь произведешй одчнако- 

вЫ, | Баждый изъ этихъ предфловъ приводптея въ тройнону ипте- 
тралу: 

(0,5, 0(-5 99 ®*\ дааа. 
—^ дв 96 8 

Приведемь выводь выражена объема пафаллеленинеда АА въ раз- 

новтлхЬ воордоналть четьфожь вершину его: 45, 9,2), В(т+й, уч, 251), 

Об--, уф, 2-1) п Ей, уф, 2, 

У 

Проэвддя ларваялелограмиа 4870’ на поевоети ХУ— паралле- 
лограмиь 4’ВТУС”. Коордаваты точки А” ®, у, 0, точви В’: 2, 
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у--, 0, точки 0 э--, у, 0. Площ. АВТО’ = а. ве. 
(— №. 

Уравнене пловкоети АР: Р(Х—4)+ 9 (7—5)+8(2-2)=0, 
тдьР, Он удовяотворяють условзяиь: 

Р-+ -- Ш -=0, № Е -- В, =0, 

отБУДА: 

в _ 
Е ЖК мы — 

Хосинуеь угла нахлоненя плоскости АХ въ плоскости ХУ ра- 

зель абеолюзной золпоииф отвошони: И. 
: УрО” 

площ. АВОО == 806 вел. био, 

разот. от точки # до плоское 40 == або. вел, Ра ие, 
УР бе 

объемь АМ абв. вел. ГР Ч НЫ п] = 

бе, вах. [2 &0А, = ЛЬ, + @ м9, ] 

= 206. вок, в) -- В) ИА, №1) |. 

510. Объенъ эллипесида мощно выразить тройнымь интегралом 
ИТасауаз, равпроотрания ско зо воВ точки внутри эляяпеотда, 
т. в. нь вов зкаленя 2, у и 2, для которыхъ: 

Як в-+8—1<0. 

Введеиъ вибето 2, у в л новыя лервяфнных 1, фи &, и свяжемь 
ИХЪ 6х, у на ураввеняии: 

1— ант ф 008, у==бизифеШЕ, #040089; (4) 
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зогда: 

2 зи февЕ, © — БШ озШЕ, 0008, 

= 4008 ф 0, вн ат = — оз, 

— визрозщЕ, # Е 0 ф 6086, & =0, 

деду д=\ дд дт_ду 08\ дубу 02 _ ду 0=\  бтГби 05 _ду 84 \ }-2(2 (ине) 9906 Е 90} 050 08 ди 0)" бЕ\0н в 6 да 

== аси (81008? 64-51905" --ЗПРоВИРЕ + вшфоо они) = 

= оби тФ; 

тол а 
объежь эллииеонда = або | } ] 1 3 ф@и 40 Е = Зтабе, 

от 

Уравненя поверхностей, разбивающихь элянпеондь на элементы, 
н отвфчающехь параметрамь и, Ф п &, найдухея искаюченями дэъ 

уравнений (4) спачала фи &, потом м и &, и накопець и пф. Эти 
певлюченя приведуть къ уравненяяь: 

ОЕ (8) 

Въ уравневти (1) заключаются поверхности эллнисоядовъ, нывю- 
Щихь общЙ цонтрь въ началь координалть, в оси на осяхь коорди- 
натъ. Полуоси этихъ эллипеондовь, аи, бы и се, изывняются отъ 0 
до а, оть 0 доЪ, и отъ 0 до с, при изизнеяи параметра и оть 0 
20 1. Въ уравиеши (2) заключаются коничесвйя поверхиоети съ 06- 
шой вершиной въ начал координат», а въ уравнени (3) плоекости, 

проходлия чрезъ 005 ОЙ. Стало-быть здФеь поверхности, разбиваю- 
я эдлипеондь на элементы, эллыпеопдальныя, коническая и плеск, 
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Такь вавь въ равбивающихь эллипеоядальныхь поверхностяхь полу- 
оси пропорщюнальны а, би 5, то ЕВ „покобии. 

Вели въ неравенство: 5+ + = 1 «< 0 подетавииь выфето 

х, у и 2 выражешя пхЪ вЪ новихъ орбит %, фк; то поду- 
чивь неравенотво: и* —1<0. бю показываеть, что # изыняетея 

зъ границахь 0 и 1, и отазо-быть предфлы интегрирована по р дол- 
Жжны быть Оп 1 (отрицательныхь значеый мы не припиеываемт). 

Въ неравенство %—1 << 0 лараметры фи  сововиь не входлть; 
значить — ихЪ слфдуеть провести по вебиь значеняить, соотв тетвенно 
воВыь положенямь разобкающихь поверхностей, конической и пло- 

свой. Первая поверхность пройдеть чрезъ во положешя, когда ф 6у- 
деть изыфняться отъ 0 дот, а вторая пройдеть презъ во положена, 
когда & будеть изыбнятьел отъ 0 до 2= *). Сяфдовательно предвлы 

интогрированя то ф долияы быть 0 ит, а о Ё би 3% 

511, Преобразуень интеграль /ГГУ(е,у, =) @еау4» введеменъ 
полярныхь координатъ. 

1, уп прямоуг. коорд. точки М, 

т, фи ф позярныя; 

г радусь векторъ, 

Ф лопозневе широты, 

$ долгота. 

0 = о 
2=78 008, = — 73 оза, 

[2 : : ду ; 
+ = ЗП ф&вф, 2 тзфв у, ине, 

д 42 __ : ра . 
#==08 $, - тт, щ=0; 

*) Коническя позерхиости мы эдЪь-разснатриваемь простираюпиинся 
въ одну сторону оть вершины, я плоскосто — въ одлу сторону отъ овл ОЙ. 
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( 2% _ ду ==) 5 8 _ 02 + 0 дид=\_ _ 
2 = 2555 058) "979 № 055 

= зи ф (Ио 605 ф-- 7 ф виа + 00536) = 5тф; 

Ш Рау, авауаг= Пе, ф, ф) 7 ш фагаоаф, 

ТА: Е(', ф, $) = (31608, "Ш фзш ф, 7603 9). 

Вывлочая пзъ уравнены, связыважщехь м уп иоФи 
4, вначале Ф рф, потонь хи ф, п за тЬиь х Ф, получниь урав- 

нежя: 

я, у=28ф. 

Въ первомъ изъ инхъ заключаются шаровыя позерхности съ 0б- 
щизь денарошь въ начадь координать (м рад!усь); во второмь — ко- 
нлческая съ общей верпиной въ чачаяв координать (Ф угожь между 
пропзводящею п осью копуса); въ третьемь — плоскости, проходящя 
чрезь 05 02 ($ уголь межлу плоскостью и плосвоетью №2). Ели 

ззапинымь переофченель этихь трехъ изуВняющихея поверхностей 

(пра Изубновяхь ", Фи ф) пожеласмь пройти чрез веЪ точки про- 

страяства, то надобно ” пзмфнять отЪ 0 до >, ф оть 0 дот, и ф 
оть 0 ло т. Шри этошь коничесвя поверхности простираются 
оть веришны въ одну сторону, а плоскости отф сел (0 въ одну 
сторону. - 

Воли вообразних двф смежныя шаровыя поверхности, опредфляе- 
мвд параметрами и и у-н-@г, потомь двЪ охежныя Бовическя еъ па- 
раметрани Фиф-+ 4, п дз смежных плоекости еъ параметрами 
фиу-+ 4ф, то элементарный объешь, заключающийся между этими 
шестью поверхностями, вели откинуть въ немь безконечно-малыя выше 
третьяго порядка, будеть: 

ера 

2( а а ЯЛИ 7: ф 4" ао 44. 

Въ этомь легно убфдиться и независимо’ оть общей тори. ДЬЙ- 
отяяхельно: если ловтронать этоть энемеляарный объенъ, и прниезь ето 
за параллелепипедь, то увадинь, что въ разсматриваомомь случа 
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этоть параллолешипедь будоть прямоугольный, в ребра сго будуть: 
ийо, "зп фаф п Фу, в отадо-быть объемь: 7? зт ф4" ара. Ро 
та будеть въ порвебчен шаровой поверхности “ и плоскости ф 
чожду копичеснтия х и ф--@ф; ребро хз ф@ф въ первезчешн ша- 
ровой поверхновти > и конической ф шежлу плоскостями ф и ф-+ 49; 
ребро @" въ первобчени копичесйой поверхноети Ф съ плоекостью ф 
между шаровыми поверхностлян ин ^-+- 4». 

512, Найдежь предблъ суниы произведен злементарныхь” объе- 
мовъ, наполняющихь шаръ, на нвадраты разстоянй этихъ объемовъ отъ 

центра шара *). Пусть А радусь шаре. Уравнене поверхности 

шаре отпосительло ого центра (при всяхь прямоугольныхь} будет: 
я -+у--л— № —0. Владраль разезольн точен (2, у, 2) отъ 
зачала координаль (пентра шара): 2 -= У? = 22, Стало-быгь вопроеъ 
приводится въ отысванио тройнаго, интеграла 

Г-н -- 2) азауа», 

`фаспроотраняенаго на вов значения 2, у п 2, удовлетвораюлия нера- 
венетву: 

Ял-л— №0. 

Обозначинь ототь нитеграль чрезь Р, н найдемь его сперва, оста- 
ваяеь пра перемёниыхь 2, уп, а потомъ введешемь новыхь пере- 
иБнныхь — поларныхь координат. 

58 ЗУ чур 

{2-ну-- 2) азду а = 

У Уи 
тур аду ах;. 

з 

> *) Моменть ннорщи шара (однороднаго съ плотноетью 1} относительно 
его центра. 



УЕАт-у У у 

[ея у) 4а= [© ен :|= ая, 

5 о 

Ува 

эшРЕ-- 2, 
| ре (В?-д)о ЕЕ 

о. 

(я | ВЕ ЕЕ 

| 3 ОЕ АЕ Е &(8:—); 

; 3 . 
= произведено обзема шера на  нвадрата ео радйуса. 

Теперь введенень полярныхь координать: 

д==г81 фо 

. | уния, 
у=узаФяиф . 

| опредблитель = т; 
#—= 1708 ф ‘ 

—_ эт к . . _ ом. г 

Р=| й извов Фа = т |, [пеаф® = 

унив 
513, Предль суммы произведенй злеиентарныхь объемовъ, на- 



— 321 — 

полняющихь шаръ, на ввадраты разетоян!й этих объеновъ оть даметра 
шара *) можно выразить тройнынъ нятегралонь 

ПЛЛе-леф а, 

фапространяя его на во значения 2, ун д, для которыхь: 

унив 0. 

(В радусь шара, налало координат въ цевтр% шара, в маметрь 
ВЗЯТЬ тоть, который идеть по оси 02). Обозначая интеграль этоть 
3резъ Р, и вводя полярных координаты, получить: 

уно, 

5 
В = Г Г [= зи о4^афаф = 5“ [зе оаваф = 

а 8 а , 

= [ие 40 44 = уе = уд 

—= Яроиаведеню объема шара на 2. хеадрана, ео радуса. 

514. Предёлъ суммы произведенй элементарныхь объеновъ, напол- 
НЯЮЩИХЪ шаръ, ва квадраты разстоянй этихъ объемовъ отъ плоскости, 

проходящей чрезъ центр шара **). Обозначниь этотъ предфль 

чрезъ Ро, и примемь целтръ тара (радлубь его ) за начало воорди- 
нНатЪ, а ПобЛЬДНЮЮ плоскость за плоскость ХР: тогда Р., выразитея 
интегралом 

ГГ лаеду аа, 

`равпроогравеннымь ма всф знатеня 2, у и 2, для воторыяь: 

пин то. 

*} Моменть инерщи шара (однороднато съ плотностью 1} относительно эго 

дЛаметра, 
+) Моменть икерщи шара (однороднаго съ плотностью 1) относительно 

плоскости, проходящей чрезль центръ. 

и, 21 
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мот . де м . р.=| Г [номозтовиаеа = [| И о’ озш фаф ф, 

д х ао" Зо] —-_ з = [0—8 Г 108 фупойф= Г 308°ф 0 605 Ф [. з | з) 

288 [й® ь Е 
Ра в 8$ о а 

— произведению объема ира на 1 квадрата ео радиуса. 



ИНТЕГРАЯЫ ДИФФЕРЕНТАЛЬНЫХЪ 
УРАВНЕЕИЙ. 

ДИФФЕРЕИЦАЛЬНЫЯ УРАВНЕШЯ СЪ ДВУМЯ 

ПЕРЕМЬИНЫМН. 

515. Пусть первыфниыя 2 лу связаны между собою уравнещенмь, 
которое, кромВ этихь перехённыхь, содержить въ 696% постояняыя 
произвольных С, 0,, Сь,..., С; 

Р(@, у, 6, @,... 6) =0 [© 

Примень пережфнную 2 за независлмую; другая по этону будетъ 
фунЕщя первой, удовлетворяющая уравневио (1). Тажъ дань колнче- 
ччвань С’, С,,..., О, можно припиенвать произвольных значеня, 

то въ уравнени (1) завлючается безчиеленное множество фунадий, 
или, говоря геометрически: уравнению (1). отвфчаеть дёлая слотеме, 
вривыхь лин, кривыхь, которых ны можешь отнести ве въ одной 
палегорн, и различать одну отъ другой значееыии паразотровъ 
0., С.,...^@.. Овойотво вобхь этихь фунвтий, а, отоло-быть п вовхъ 

кривыхь (1), можно выразить уравнешемь, нозалючающимь пара- 
метровъ. Чтоби получить ото поедфяее, продлфференцируень (1) ® 
Тазь; получииь уревненя вида: 

В, у, У, 6, 0... 0, 

2,3, 7,9', 0, 6,...6)=0 
2 
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Ве, 9, 9,9", 0, б,...6)=0 (2) 

Е, (в, уу, У, У",.. 97, О, б,.. 5 0) 

Внключене изъ нихъ п даннаго, всего изъ #---1 уравневй, па- 
раметровъ Ст, (.,...., С„, приведеть въ уравЕещю вида: 

Ка, ь У, 9,9", . 1..9") =0 (3) 

Это уравнен1е — дифферениальное *). Въ немъ нъхь парймет- 
ровъ С:, С,,..., О,; отало-быть оно относиаея ко вовуь фунещялиъ, 
заданныхь уравненемь (1); хругини еловами; оно выражаеть свойство 
вофхь тхь фунвшщй, которыя опредфляютел уравнешень (1), вап 
вевхь тёхь кривыхь, воторыя завлючаются въ (1). 

Приведемь прижврь. Пусть’дано ураваене: 

92 = 29. 

Въ немъ заключается безчиелонное множество обыеновонныхь 
плараболь, инфющихь общую ось на овн ОХ и общую зершену въ на- 
чалё воординаль, по различаощихея между собою параметрами Эр. 
Ебля продифферетцируень его и потожь нсключшиь паражетрь, то 
получияь уравиен!е: 

=: 

выражанищее свойство касательных, общее вофиь этлиь параболено; 
— свойство, заключающееся въ томь, что угловой воэффищенть ка- 

сательной въ каждой изъ пихь равенъ отношению ординаты точен 
кабашя жъ удвоенной абециесв. 

егко доказать и обратно, что такое свойство засательной при- 
задлежить исключительно параболажеь, которыхь вершины въ начал 

зоорлянать, а оси—на оси абециоеъ. Пайотвительно: уравнение: у’= г 

. 209 4 . Воть: у’ =, отвуда: 

=) Велкое уравнене, содержащее ръ себ произлодныя или дизеерен- 
малы Фуккий, называють дийфереийальны мт. 



у = --Ю; т КУ) =И0) (О пом. пролавольн.); 

ваВковательно: 

= 0%. 

Зъ поезбдномь уравнени п завлючаюзся воф параболы съ общею 
вершиною въ пачаль координать н съ общею осыю на ов ОХ. 

Уравненю (1) по откошенно къ (3) назызають нервообразнымв 
ляп иниераломе уравнешя (3). Порядовъ высшей производной въ 
дифферонщильномь уравнеши называють лорлдкоме уравненил. Диф- 
ференщальное уравнен!е (8) я-го порядва. 

Вели порвообразное уревнеме содеряитть одну постоянную произ- 
вольную; 

Рик, у, С)=0, 

то для искшочетя ел достаточно продифференцировать ого одинъ 

разъ, п тогда, по исвлючени С, получится дифференщельное урав- 
иене перваго порядка: {(, у, у} =0. 

Жили первообразное уравиеще содержить дзф постоянныхь про- 
иЗВОЛЬНЫх: 

Еву, 0,0) = 0. 

10, дал поключеня ихъ, ирохнфференцируехь его два уаза. 

Результаломь ноключеня будеть хифференщельное уравнене взо- 
ато порядка: 

Ра, у, 
ит. д. 

Переходь отъ первообразпаго уравиеня къ воотвтотвующему 
ву длффоревщельному очень проеть; отъ требувть тольво диффе- 
ренцированй и исключен. Обратный переходь отъ дифференщаль- 
нато уревненя въ порвообрезному, или явтегралу дифферовцуальнахо, 
лребуеть овобыхь премовь, которые и воставляютъ то, что называлоть 
зиитезрировазчемз пифференщальнаго уравнен!я. 

516. Обраликя яъ ое дифференщальному уравненшо съ 
двумя перенфнвыми: 

9,9’, „, (У) =0 [© 



Воявая функды 2, воторая, будучи подотавлена выфето у вЪ это 
зравнеше, удовлетворясть ву, въ изимеролз уравнешёя; друтиии 
сповазли: унтеграломь уразненуя (1) можно назвать волков связивающее 
зоъун до сохерженее производныхь: У, у”, у”,.... уравлено, 
лзь вотораго вытеваеть (1). Составить предетавлене о сущеетво- 

заниг нетотраловь уравкена (1) можно слёдующимь разозжденеть. 
Продетавинь 068 уравнение (1) разрышениымь относптельно высшей 
производной, т. в. выразныиь йзъ пе у” въ завионмостй оть 
ВУ, 9,9", .,., 90, ватьыь дифференцированями и заи$- 
невлик вся! разъ У” найдениниь выражешемь, мы получныь и 
Не уе... также въ завионности от 2, у, 9,9, У". 
Тавлать образозиь соетавятся уравпенл вида: 

У У, 4) 

О: (69,9)... 9 9) 

(9,44: 9" 1) (2) 

которня всЪ вытевмють пзъ (1). 

Пуеть фувёщи у п воб вл производння: у, 9’, У”,.... енлош- 
вым на пути перемфнной оть 2, до 2; тогда эту функцию ножко пред- 
ставить розложенною въ охбдуощи Тядь по степеялиь 2—2: 

амф 
у=у-@-м)и и = Фо”... и пр 2. 

у совы. ево ана) 
12.. в = 3 = 13...@+8)% 2} 

въ нотороить пОДЬ 9, №, №, 9)... ин Тазущвемь значешя 

9, 5, У, У"... пра =. 
` Жоли хотим, чтобы этот ряд выражаль "фрлвщео, удовлетво- 

рающую уравнению (1), а стало-быть и уравненяиь (2), то необхо- 
днио, чтобы зналеня проневодныхь 9, у, у... пра 
2==% врзводилиеь въ злачешямь фувёщЯ $, $; Ф.,.... при 
&=%, т. е., чтоби было: 
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о 9 ) р — 
НФ (в, %: 0, и, - 5 и) 

и , —ь 
О (в 9, 0, И, ..., 01) 

1+2) __ ри и—1 
О фь (2о о, 90 > Ио 9) 

@—1) Значения же у, 9, 9, 9)... пи и =а, т. ©. 
Ч, о’, 5”... "№ мОгуРЬ оотаватьсл произвольныии. 
Пусть эти послёдня значеня будут: аа, @,, @з @,,..-4 
т. в: 

, й т Ща реа, У 24, Уз’ а, У нь "а, 

тогда, полагая для вратЕости: 

Ф (м, бу, баг.) 

Фи (о, Ч @,.. 3 @,- 3), 

Фе (оз ао» ба, аз... 1) == 

и затВыгь составляя фунецио: 

т, м у=а-@— м) а Ра, + оба, 

[ее аЫ ео о ры . 

у НТ ко. 

он увихлиь, что эта фунвщя пра д==, дасть а); ей пронзводния 

ИИ." адрты аб, ота, и 
а п-ан производная вая будеть ф (2, 9, 9,9"... М” 9). ДВ 
отвнтельно: диффереяцируя ве, получниь: 

(етом ® 
рии 

. 
= пра 
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р и. {а- кой 3 пет арест ео 
С ИУ О 13. 25 

—у ‚ .9 =а, + (@—#)2, 

а 
р-р... 

Подетавляя 2; на сто # въ у, У, У’,..., 9”, находим: 

— _ _ и _— 4, 90 ==’ ==...” Ч=а, |, 
Но этому: 

в= = о Фе [еб 

ВВ и ВЫ О 

и БАСА 
т. д. 

Сафадовательно, обозначал Ф(л, у, у) 9,,... 9") чрезь В, 
вме: 

УР, Р-Р”, +... 
—1) = РЕФ, 9,9, У... 9" 9). 

И такъ видать, что фувешя у, выраженная отрокою: у 

ар ао ба, ау 
вет т ЗЫ КОТ И СЕКТЫ 

удовлетворяеть уравнению (1), п стало-быть служить ему интегралом. 

Такь кажъ постоянныя в; @, @, ‚ @, _, совершенно произволь- 

ин, то интегралов уравнен!е (1) лизетъ безчиелеппое мпожество. 

Для пояененя приведезь чаетный приифръ. Пусть дано уравые- 
в третвяго порядка: 

"ну =. 
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Выражая изъ него у” и дифферевцируя, получижь: 

УЕ, 91, 

у и=фе, м (—#9), 

Ру" = - У, 9 =1-—У вед 

Пують 2, == 0; тогда: 

” . 
Ч А НИ... ==, 

и п О ==... 1 и, 

9 = = 49 —... =, 

РАМ у. ры ... [о 9," 

Слфдовательно: 

Ю 2 и Е Ю 2 58 й 

У т та = аа 9 ава —-= 

28 Кы 
%— (И ада, [в 1.2.8 + 1.8.82.5 2 

Е Е 

0 а [1 а уава ^^ 

или; 

у=а, — (1—0) = 5 + ве + (1— 2) 082. 

Входящя сюда постоянный произвольныя @., а; и а, предотав- 
аяють значеня у, у’ ну” при 2==0; вуфото киХЬ можень ввести 
Еовня постоянных проязвольныя, полагал: 

%— (1—#) =0,, в, =0,, 1—а=0, *); 

тогда: 

у-=о,-- 5 + Субва-- 0,03%. 

*} Изъ этихь трехъ равенствЪ видно, что, расворяжаясь ноличествами 
аз нау, мы можемь и С,; Оп 0; схёчать какпыя угодно. 
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Чтобы повёрить, удоваетворлеть-лп послёдняя функця данному 

равнешю, каковы бы ни были постолиныя 0,, С н.С,, — продлффо- 
ренцируезь ее три раза, зат Вы найдежь сумму производныхь ея пер- 
ваго и тротьяго порядка, п посмотрим, будеть-ли эта еуима равна 2. 

„ У =0-+ 0, 08@ — Озшая, 7”=1-— 51а — 0,6085, 

у’ = — О юзе-- буша, уу 

517. Интегралы уравноня:_ 

Ра, уу 

воторыхь беванеленное множество, по причилв произвольноети по- 

ОТОЯНЕЫХЬ 2, @,, @,,..., @,_,, МОЖНО предотаввхь уравнению вида: 

и 
, ,9 

, 9) =0, 

Ра 6,06, 0,.....6})=0, 

тиф поетоянння проязвольиыя: О, 0,, б,..., 0, вкодять тан, 
что, распоряжаябь пип, мы можезь значения у, 9’, у”,..., У” О При 
1== 1 сдвлать вавнил угодно. Боле и постояннихь произвольныхь 

интеграль содержать не можеть: потому что овли-бы ихъ было #-+-1, 
то, распоражаясь па, мы могли-бы пры 2 == 2, одблать каквыи 
угодно не только значешя 9, У, У”... , И” 0, нок у, — чо 
зевозножно, потому что У” выражается въ завиониоеги отъ 
2, у, 9,9”, ..., УТ, в отало-быть п 93°” впохл опродбляетсл хо- 
ЗЕЧествами 25, Уд, о, ен, В: 

УМ (2,9,9/,3755..4> 5" 3), УЕ (о о 6... Ид"), 

Евлн въ цитотраль постолнныкь прозвольныеь О, С,,..., С, 

не приплеано аикавихъ опредВленныхь значея И, то интеграль иазы- 

залурь молнии; въ случа о опредфленныхь значение О, 0.,....О, 
Е И 

частиьиз. Полный натеграль уравневя: 

1) 

можно предотавить въ разныхь формахъ; но всё эти форин приво- 
дятея въ одной. Въ сашомь дВлф: пубть: 

Е фу, С, б,., 0)=0 @ 

Ре, 9,49") 
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Е, (2.9.6, в,..., = ® 
дв резыыя формы полнато интеграла уравнения (1). 

Надофно показать, что вов фунвщи у, завлючающёяея въ (9), 

заключаются и въ (6), п каоборогь. Разрышимъ (а) и (6) отноен- 
тельно у, и полученныя функщн развернель въ строки по стеневяиь 

& — 25; тогда, употребляя обозноленя л° 516, получииь для лерво 
изъ этихь функций радъ: 

в 
12.70 (ежа в ®е &-= — 

ут-ыт 
“ет бов. + а, +... 

—- вт 
15. — 

не ВЫ 
(ово, 50)... 

т а, аб... в, ВНАЛеНЫ у, У, У"... 9, боотВФт- 
отвуюшя равно (в), при Ф==2, & 6, 6,,6,,..., 0, , вначешя 

о потеет @), также при ==. По 
произвольности поетоянныхь С;, 0,...,О,, ны можем, вавъ 

количества 4; @,, 4...) р тавь п, В, 0...) 6, 
счичать произвольными, поэтому дн® повлфдая строви предетавляють 
въ сущноетЕ одно и тоже; другния словами: во частные интегралы, 
зазлючаощувся въ первой строк}, содержался п во второй, м наобороть. 

Врон полныхь и часеныхь инчеграловь, нёкоторыя дифферен- 
щальныя уравнонл лифють @що особенные  интеералы, Ее завлю- 

чаютуеся въ полныхь, кавб частные случа. 

Примтрь: 

визегралы уравнены: (у— 2603 3) (у”— бе-н 2) ==0: 

у — 2 Ор-- 0, (полный), 

5—8, у Чана... (читныо), 

у = 26038 (особенный); 
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патегразь уравненя; [у Пана) у” (1-2) уу —Яжу-=0: 

у=(1-ый) (овобенный). 

518. Напишезь я -—=-1 уравненйи, нь которыхь нервов — пол- 
ный нитеграль уравнения: 

Ре уу У",... = (1), 
а остальныя получаются изъ ного дифференцирован еж. 

Пусть эти уравненя; 

203, 0,0,0,....0)=0 

Еву, У, б,, С,, бы... 0) =0 

Ву у, 0, 0, 0,..., 0) ==0 {2) 

6,99". т, 0, 0, б,.... 0) =0 
Ву," у" 0, ут, 9, 6, б,..., 6) =0. 

Исключене изъ инхь  поезоянныхь проязвольныхь Су, 0;,....О, 
приведеть къ уравнентю вида: 

Че, ,",.. „=, (8) 
Боторое однозначуще еъ (1). Дйетвительно: пусть, по разрфшщенх 
отновительно у), оно давть: 

УЕ У," 3), 

а (1), разрьшенное также относительно у°, давть: 

=, 9,9. 9"; 
ОРДА: ` 

99", Я) = (0, ФУ", 9). 

Равенетво это тождественно, — потому что въ противномъ слу- 
чаф, подетавляя въ немъ 2, на ыёозо х, мы изъ уравненял 
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и — в — В п) Оо", 

мотяи-бн выразить 9. въ завиениости оть У, Уре бронь, "№, 
— чтб новозможно, по совершенной произвольноети количеетвъ: 

Фо Фо Фон 95" №, а". 
И тавь функди ф п & тождественно равны; другии словами: 

уравневя (Г) в (3), по разрымеши относнтельно у”, дають функц 
тождественно одниаковыя. 

Исключинь изъ я уравненй: 

Р=0, Р,=0, Е=0,..., Е, —+ 
"—1 поотоянныхь произвольныхь: О,, С,..., С,; получшиь урав- 
Еен]е вида; 

6, (0.9, 9/,9",.. 3" 9,01) 

которое по отношению къ уравненио (1) назнвають ниегреломв лер- 
сло порядка. 

Интеграловь перваго порядка уравнене (1) пузетЪ ®. Иввлю- 

чинь теперь изъ я—-Ё уравнений: 

Е=-0, И =0, В-=0,...Е | 

п—2 поотоянныхь произвольныхь: С», С,..., 0,; получииь урав- 

нене вида: 

$0,9..." 5, 6, 0) =0, 
воторое по отношению къ (1) называють зииефеломе етораю по- 

в@—1) „рядка. Интеграловъ втораго порядла т 

Подобныши же иосключеняын получииь интегралы третьяго и 
выешихь порядковъ.. Вообще злиюефалы порядка & (& < п) вуБють 

ВЕДЬ: 

| (=, 9, у, у, 1) ув, С, б., 2") [23 

и число ихь равно числу сочетанй изъ м буввь пой, т.е. 
п(п-—1) и Ш2)..{и—#-1) 

1.2.8 В “ 

Интералз 1-10 порядка, —одинъ: это — полный питеграль. 



Ели пзвфетиы вов ® нитеграловъ перваго порядка: 

ФЕ, у")... 9", 0) =0 

9, У, У"... "0, 0) =0 

‚ Фу, 9,9..." 1, 6)=0, 

то, повлючая изъ нихь У, у’,..., 9”, получныь уравнен!о вида: 

Е ($, 9, С, С, б,..., 0) =0, 

т. в. полный пнтегралъ. 

Нриведенное выше дифференщальное уравнен!е: 

"у а 

отыветь слВлуюние интегралы: 

"ну =0,+1-+* 

. . интегралы пер- 
9032 — УЗШЕ- О, + 23 -—Ш (  ваго порядка ) 

Узша-ну' 032 = -— О-о 0085 

. . .. 
Уз я-У | 03 п==0 Я --@-= г 81 2-5 0035 у й й +5 

(ета ви Га Е О 
7 0054— у зп, 008 #-Су-- 5 6087-Е раго порпдка 

—— ——. У=0, 08 — Оша 

у= 0, О, зп -- 00058 ы (позный интегразт). 

519. Постоянных произвольных, входяния въ полный интегралъ, 
принамають опредбленныя значения, когда для ®. частныхь зналенй 

переыбиной незавиеныой задаются значеня фуньи. Так, если для 

Ф==7,, п, в,...,, ДАНЫ Значения У ГУ, Уз, 2, Ул 
то постоянныя 0,,-0,,..., С, найдутея ‘изъ слФдующихь ® урав- 
ней: у 
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Рей, Сб, 6,..., 60) =0 

Р (п, 9: 6, @,..., @) = 07 

ЕР (2, 9 С, ,,..., 9 ==0. 

Эти поохояниыя ВЫвОДЯТЬ и изъ другихь уеховй. Обнкновенно 
опредвляють ихъ по даняниь значениь у, уу...) И" № ддя 
даннаго значеня 2. Такъ, если эти фуныйя дла # == заданы чи- 

ЧЛаМИ: 40) @., @,...:@,.› ТО иостоянных С, 0,..., С, 60- 
отвфтотвуюния этыжь задаяфяьь, квдутся изъ уравнении: 

Ри, в: 0, @,..., 0) =0 

Е, (п. а, в, 9,0...) 6) =0 - 

В (т, цв, в, С, б,..., 0) =0 

Е, (поз ба 6, бы... а» ©, Су». «., С), 

воторыя составляются подотановкою въ первыя # уравнений (2) п° 518 
на мото 2, у, 9’, У",..., 9” О ВОЛИЧВОТВЬ 2, 5, ба, .,@, т 

Найдень, наприиврь, тотъ изъ чабтвыхь нитеграловь уравне- 
Ша: уу = (1 516), ия котораго при х==0 было-бы: 
у=0, у=Т, 9’ =0. Полный ивтеграть этого уравненя н два 

уравненя, получавуыя изъ него дифферепцировантень: 

ы . = += С, -+ 0,6088, 

У=-+-0,6085—Сузтя, у’==1-— ОВ — 08, 

всяи одфлать въ нихъ: 2==0, у=0, У’ =1, у” =0, дають: 

0=0+0,1=9,0=1—4, 

откуда: =—16=Е6=Е 
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сяфдовательно искомый частный ннуетраль будет: 

=? . 
У — Е 1-81, 

580. Кунвыя, соотвЗтотвующия диффервищальному уравненю 

перваго порядка (пуъ безчисленное иножеетво) 

(г, у, У) =0, (@) 

можно отропть сявдующимь образозь. Дадемь перемвнной 2 звалене 

%; путь при этомь у приметъ значене уз (10 можно взять важимь 
угодно). Поогролиъ точку МГ по координатам вя 2 и о. Положене 

казачельной нъ вривой въ этой точь нельзя назначить по произволу; 
оно опредвлител значешемь производной 9’, которую найдень изъ 
уравненя (а). Пусть это уравнево давть: 

У=(, 9); 
тогда: 

96$ (въ, 90). 

Зная И) т. ©. тантенсь угла, образуемаго съ осью ОХ кавалель- 
ною къ кривой въ точЕБ Л, ны 
можемь построить и сещую ва- 
сательную. Принень весьма ма- 
лую чаеть ИЛИ" этой касательной 

38 элементь кривой въ точёВ ЛД, 

в по координатамь точки ДМ”, 
воторыя пусть будуть я па, 
вычиелимь тангенеь угла, обра- 
зуемаго касательною въ кривой 
В этоЙ чочк® съ оью ОХ: 

о ммм 

9’ =, 9). 

Затвыъь поетроимь эту вавалельную, и часть вл 1” Л” опять 
премель за элементь кривой, и т. д. Такишь образомь поотроитея 
ломаниая МЕЛ’ М” М",.., которал тЬиь ближе къ искомой вривой, 
проходящей чрезъ точку М, чБиь мекфе отрёзки ММ’, М’ М", 
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М М",... Тавие построятел п друмл привыя, отвфчажитя дал- 
ному уравненио. 

Ели данное уравнене втораго поряхна: 

Ру, у.) =0, 

то при 2=и, ны чожемь назпачить по провзволу не тольво у, но и 
у; зу’ опредьлытел изъ уравиеня, которое плуеть дветь: 

У =Ф(, 3,9). 

Обозналимь у ну, отвёчающя абоцисов о, чрезъ ур я ус (в0- 
личнин произвольныя); тогда: 

. и С 
у" — Ф (4, 9%: 0). 

Тавить образошь, задавши пря == орднналу ММ 9, и по- 
ложене вабательной МК въ кривой вЪ точвё 14, ин найдем для 
этой точки у”, а сябдовалольно будемъ знать въ ней п радуеь ври- 
визны, который опредвлнетоя вообше по фовиуяв: 

ее 
У ф = абе. вел. 

п сВдовалельно въ точ 1 будеть: 

В 
бен и. 

Е 
$, = 66, вел. 

Отложить этоть радуь 

кривизны оть точки 1 по пор- 
мала къ кривой въ сторону во- 

тнутовти кривой (сторону во- 
гнутоети узнаешь по знаку 4. 
Пусть ояъ МС. Принимая точ- 
ку С за центр», радлусомь ЛЕС 

опишомь дугу, х часть ММ” 
этой дуги прижемь за элемеетъ 
искомой кривой, Въ точеВ 2” 
построниь каваельную ЛК” 

т. 22 
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въ дуб МАГ. Изузримь координаты точкя №” (2, 91) м уголь меи- 
ду касательною ЛГ’Ж’ и 005ю ОХ. Затуь вычиелимь талтеяеъ этого 

угла, воторый пуеть будет 9; тосда значея у’ п о в точеВ 44” 
будугь: 

ен, об нь У. 
Отложлиь р, == "С" по пормали къ М” въ точкВ М", и ра 

дуонъ 27", принциая О’за центрь, опишежь дугу, чаочь воторой 

ММ” принежь за элементь кривой, — ит. д. Лия АМ” 45”. 
собтоящая изъ круговыхь элементовь, будет тЪь ближе подходит 

ЖЬ НОБОМОЙ кривой, проходящей чрозъ точку ЛИ п нвющой въ этой 

точЕВ вавалельную МК, чфыъ менфо элементы М”, М’А,... 

Подобныхь же образонь жожно строшть и друмя кривыя, прохо- 

дял чрезъ туже точку 1, но пивюция въ этой точкВ друмя каеа- 

тольныя. Пронв того при # ==, можно задать другую ординату %, 

в получивши такииь образомь другую точку, отвзиающую прежней 
абециеов 2,, отронть крозыл, проходниця чрезь эту точну, п т, д. 

Интегрироване уравнен!й нерзаго порядка, линейньгхь 

относительно производной, 

521. Пусть уравнено { (а, у, у) = 0 линейное относительно у’; 
тогда его можно предетавить подъ влдомъ: 

Х-+ Ж=0, ши: Ха -+ Ту ==0, 

тдь Хи У данных функши # пу. 

Если Х воть функшя одного 2, а У—-одного у, то въ поелёднезть 

уравненн перемённыя 2 и у отдьлены, т. в. члемь Ха содоржичь 

только & и ах, & члень Уфу только у и @у. Въ тавошь случай: инте- 

трировае уравкешя приводится въ интегрировашю фунвщи объ 
одной перемфаной, пли, вакъ говорится, хз иваджинурама. 

Примтра: дано уравиене: 

428 аа -- у зш у ду =0; 

полный пнтеграть его: 
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4 ав -н Гузтубу= С, 
пах: 

1 — убунту == 0. 

Если Х содержаеь въ себ золько у, & У — чолько 22, то дфзе- 
Щеиь нь ХУ перешбнныя отдфллютея; тогда уравнее прянинаеть 
зидЪ: 

в ву _ 
УНХЕ= 0 

& питегрирован!е ето приводител къ квадралурахь, 

Примира 

а =0 
о Ы 508 у@х ау ==0, ыы 

а 
ев =0, в-+-в9— 0: 

ель въ уравнения: 

Хх Их, 7, ау =0 

Х, п Х,, завленть только отъ 2, в. У, н У, только оть у, то пере- 
ЗеВнныл отдфлятся дФленень на Х, Я,. 

ааа заду о, [| аае-+ | ау 0. 

роты 

8) тире ; 

у =0, 
Г 

е-у--+,—=0, 

> ШЛИ: Пер +". 

5 9512 45 — 6" 11-5) =0; 

= НУ у — Е Супер аи ау ==0, 
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В 9 =. С п-ф- 8) — = 

528. Однородныя уравнени. Пусть Х и У однородныя фунвии 
фу, съ одншиь п тАиъ же показателем однородвоети #; тогда пиъ 
хояННо ДВНЬ видЪ: 

хоеобу тои 
а уравиен: Хах-н Уду==0, по сокращени нь д”, обратлтея въ 
слБдующее: 

(5) (=. 

Нодагая: : — 2, ОТБуды: У==%2, Чу == 24а -н- #42, получинь: 

ф (2) @#-- (2) (да = гад) =0, 

или: [9() 24 (8)] а2-+2\@)4@=0. 

Отеюща, отдфляя перемфнныя, находнуь: 

4 У а2 
хоре = 0} 

слздовалельно: 

+ 
®- = [9 28-28 = С° 

ее 
на нандется, надобно ВЪ Немь # 32- Когдь интеграль, | 

ифнить отношентень 3. 

Призныры: 

а) у) 4 лу =0; 

я 21 =. 

5) ув -- ИЯ уау-=0; 

я рН — яч ЦИЯ --1)=6. 
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® (2-4 (а - ду = 0, (ав, пост.) 

ке в О (=) бена 

523. Уравнеме (ше--Фу-н сах + (а - Ву--у) ву ==0 пря- 

водится въ однородному. Положлиъь: 

= 21 и У новыя перемфиныя , 
( № н В постояндыя. ) ; 

у=и- 

торда: 

аз вуне-а, у, най---нс | = а 

ад Рун ода Ву -най-н Вет | ду = Фу. 

или подаинимь # ий условзлиь 

дс 0, од в т—=0, (4) 

то приведежь уравнене къ слёдующену однородном: 

(ал, = Ву) а, + (ав, = Ву) Чу, ==0. 

Зь питегралё поедёдняго уравнения первфиныя 2; и у, сябдуеть 
заифвнть разностями: # —# иу-—&. 

Ш Ве } . Въ случа: „== ву" Убловиь (4) уховлетворить нельзя; то- 
: 5 2 

тдв, обозналая равныя денду собою отношеня я 8 Зерозъ 4, поду- 

ЧииЬ: @=04, $ == В4, и данному уравненно ложехь даль видъ: 

[9 (оз -н Ву) + аа -+ (ав --Ву- ау =0. 

Нели положить: 04 --- Ву ==, откуда: Вау == @% — «4%, то 

Ва -- де--и--1) @ — ва =0, 

ИЛИ: 

(Ва— и-- 8—9 =0; 
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а отеюда: 

оби 
+ рак лн = 6. 

Въ случа: = ь = р обозпачая эти равнина отношеня черезЪ 

4, мы ножемь данное уравнен!е представить подъ видомт: 

(из - Ву ч- т) чае -= ву) =0. 

`Цолный янтеграль его будеть: 

@-+у=0, 
и ообенный; 

ид --Ву-нт=0. 

'Послёднй интеграл будетв овобелныеь, когда отношене В от- 

личаетоя оть 0. Ебли же в= 4, ТО ОНЪ заЕлЮЧаетея ВЪ ПОЛНОМЪ, БАБЪ 

чаотный случай. й 

Уравнение: (ах--ду--с) 4 (ад -= Ву--1) у = 0 ножно при- 
вести въ однородному и олфдующиия положен/яня: 

ах --фус=и,, ат-- нуу. 

584, Уравнеме, линейное относительно у и’, можно продотавить 
ПОДЪ ВИДОМ: 

У Ху-- Х, =0, чл: Чун (Ху Хе =0, 

тд} Хи Х, даниыя функц одной перемённой 2. 

Чтобы пролитегрировать его, предетавныь искомую фувьдно у 
произведещель #0; тогда: 

[ей = за + ид; 

в лотону: 

оц -- идо-- (Хио-- Ха -=0,` 

вал: 

э (аи Хи) - ии -- Ха =0. 
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Однраь изъ иножителей, & илн ©, мы пожель равпорадиться по 
пронаволу. Подчинииь м убловтю: 

Ян -- Хиах = 0, 

откуда: 

Че Ха 0, ш-= — | Хаи, ино / а; * 

тогда для опредлена о получиыь уравнене: 

зар-- Х, ав =0, 

оторое дееть: 

— с/х Хх, 4%, 

#=— 7 ха. 

Сл довательно: 

9=— 2/4 | 2/4 хдд. 

съ перваго взгляда можеть показаться, что ВЪ со5тавъЪ послд- 

нато уравнешя входять дв постоянныхь произвольныхь; но легво 
ВдЬТЬ, ЧТО ОБ Приводятея къ одной. 

Дйотвительно: пусть: | Хе == о(а) -н С; тогда: 

у=—е`*®- °| +8 х Ч 9 9 [27 Хе; 

а полалая: [8 Х, в =Е@) + 0, ливень: 

э=— [0+0] 59. 
Примюры: 

251% а) зу ну= 

зу -+ (2—2) 0035 — Зита == 0 

у 9’ — Вау = ай е* 
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уе" 

о уу ино. 
15% Пу м + 5 + 0. 

525, Уравнене: 

у-- Хун Ху =0, п: ду + [0:97 -= Х, у) ав =0, 

ВЪ которонь Х н Х, фунюши одного 2, ® я побтояеное число, от 

личное отъ 0 к оть 1, приводнтея въ линейному, евлы раздфлимь 068 
Части на у, И ПОЛОЖамЬ ПОТОМ: 

ДуИствительно, тогда получиуь: 

у" (Ху "+ Х)4в=0, 

42 (1—1) (Хё-+ Х) 48 ==0, 

НЕнЫ 

2’ (1— =) (вх, =0, 

— уравненю зпнейное въ отношени въ аи’, 

Прими 

уу — 2-0; ПИ 
я— | 

= ок, у } у У ом | 
(-у = 

42 — Заза 2ах==0, 

526. Уравненее: 

у -= ЖА -н Ху-н Хь =0 (Х, Х, п Х, фуищци #) 

приведетея къ предыдущену, вели извфетено одниъ изъ частиыхь его 
интегрёловъ. 
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Пуеть: 

У=и (у: опред. фуввня 2) 

частный ивтеграль; по эзому: 

у Ху Хуи--Х, =0. 

Полный литеграль предотавниь поль выдомь: уу на, в 
дайдемь 2. 

Подетавляя въ давное уравневе сумну у -н а на зето у, по- 
дучииь: 

И -- хуи х,=0, 
ла: 

У. Ху? Хи -- Хи --+ (8 Ху + Хуа ХА =0. 

Въ этомъ уравненйн сумуа первых» четырехь членовь равна 0; и 
потому: 

а’ (2 Ху, = Х)в- Хи =0. 

Изь послёдняго уравненя, въ котором кооффищенты 2Ху-+-Х, 

и Х опредфленныя фунющи 2, я которое подходить подъ уравнене 

ш 525, шы найдень 2; а прибаваяя у, &Ъ найдонному 2$ получихь 

полный нитеграль дампаго уравневя, 

Плньрь: 

ужину 1=0; 

ужа! (частный интегралъ), 

у=а--1-=е (полный интеграль); 

и ай =0, 

4 __ 228 . 1 4 
Е: 5 @т-—в4з=0, з=м, 4, 

дин (а? -- 9) из -- вар = 0 

ие 6+) [ @% 
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нь а з я”. 
# Е й у—4 1— Е: } БИ а 

[лез Е: ое аи 

и а 
2 неф 2—1) [23 4 =0. 

м т 
'Побтолвноя произвольная зажяючаеоя 55 [12° 4. 

527. Уравнеше Ринкати: 

[0% у-налы" {@, Вл т постоявныхт) 

получится изъ уравнетя 1° 526 при: Ха, Х,=0, Х=— м". 
Раземотрииь, при какихь зналешахь #2 мы пронитегрируемь его. 

При ж = 0 оно привниветь видъ: 

й 
у-най =, пли: ду-н (4 —Ь)а2=0, 

откуда: 

Перемённыя отяфлены; полный нятеграль будеть: 

4 = 0. 

Прин я ==— 2 уравнене (1) также легко литегрируется; разд®- 
лая 06% части его на у’ н помножал на @2, получимь: 

& бит р. = ваз == Е 4%; 

1 залфагь, полагал: 9—4, будеть пибть: 

— йа -н ай = "Раз, 

— уравнеше, которое прн = — 8 двлаетоя однороднымь (показа- 

тель однородности 0). 

Чтобы зайти друбя значеня ли, при которыхь уравновше (1) 
пронитегрируень, употребинь слёдуюнйй пень: введемь вызето у 
новую перенфиную 2, которую свяжень оъ у ураввенемь: 
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{2), у= Ма-н М, 

115 Ма М произвольныя фунвщи 2; тотда: 

у = га М -. Маг-- ам, 

Я = Мл ММ -- №, 

и уравнене (1), или, что все равно, уравнен!е 

(4) ду вла — та =0 

обращается въ слфлующее: 

2(амМ--2а М Ма) ана Мана Мах ал. 

Пользулеь произвольновтью функц М и №, подченимь ихъ 

условяиъ: 

аМ--а№ах=0 {3) 

аМ- зама =0 (4); 
тогда: 

Ма оМРах- 7 ас=0 (5) 

Условие (3) даетъ: 

и. аа ==0, 

1 
отиуда: — у + 90 = 0; а ввявЪ О ==0, получниь: 

При такожь № уразнене (4) принииаеть видЪ: 

2мае _ ‚ам 2 
ам, 7=0, ши: Чу т, ==0, 

открди Май = (у; по-этому, привнияя (1 == 1, ибемъ: 

и=е =: 
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Щи = 2 им =2, уравненя (2) п, (5) обращаются въ 

савдующия: 

а (6) 

м р ыы 0 () 

Зъ лослфдное вводемь уножитель 9’ и дфлитель 25; получи: 

4 аёа ит 
тя — пн 98 =0, 

1 й ли (позсия =и} 

аа Эта — бя "а =0 (8). 

Положизь теперь: а”? =; тогда 

р 1 21-8 З 

те 4% о И и 1 яз 
2 ры д, бу Ч = , 

н уравнение (8) приметъ видъ: 

ь ыы 
8 [а за--8 

Ч ие 4, — пер т, = 0, 

олатая дя вратвоети: —© а, а т); вит (подвал дд прое дн, рН, ани 
: и. — , 

ау ау а, — бат ах =0 (9). 

Уравнене (9) нифеть видь, одикановый ов (4); по этому ны про- 

интегунруеиъ его, когда и, == 0, или когда 2, = — 9, т.е. кода 
т равно — 4, пли — 2, Отало-быть уравнеша (.4) можель еще инте- 

4 тупроваль пуп ® — —4. Лалфе, шаъ равенства — Итзе=ь, 10- с 
- Зи . —_8. Форов даетъ: Вит, находить: воли = -—-4, ТО =; 

8 12. 12 18 
ебли т. ют 5$ ВОЛН эи, = -— 5, 10% 7) 

чл. д. ОлБдовательно уравнене Риккати ны ножень интегрировать 



пря = 

сверкь тото и в==— 9. 

Сдёлавмь теперь другое преобразоване уравнения (.); положишь: 
а ау щи 

м вт 1 я “ах 4, & д", в = т @,, 

п уравнеше (4) обрататея въ слфдуюлщее: 

вов, | 
ЧН ит, @а, — тая, = 0, 

или: 

1 В 
ит 4 — ит 4. =0, 

1 ъ «__ т). тн (пожал: Е, =, тт, — =: 

Фуа, — В аа, ==0 > (10). 

Опять видинь, что уравнение (10) лизеть видь оральный (4); 

слёдовательно мы его пуопитегрируень, когда: 9, и дру- 
й . 4% 

твид еховами: уравноя?е (40) зрокитегрируень, когда == — тур ?. 6. 

4 $91 при # == —5,—5,—1,—5›.. 

И такъ уравное Рнькати ны проватегрируень- кота въ нехъ 
4 

30 ВЫВЕТЪ ВИД —ж=! 

ПовлЬдняя дробь, заключая въ 60% числ; — 4, —&, — 3, 

8 эх о и вов а. 
т, т, 5,..-, Даеть и 0, н— 2; 0 при 

0, &— 2 пи й— со 

*) Легко доказать, что воли Чибло 9 иметь Форму — рту то и т 
& . иыфеть туже Форму; въ самоль дб: полагая 3 = — Эрот» ИзЪ уровиеня 

8 = ВЕ доходдиы = В 
+1 
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О траэнторяхъ. 

528, Восбразяиь снетену дин, уразнеше ноторыхь: 

Ре, у, 9) =0 (а ивренфиный параметру), 

в буденъ пенать пхъ чврданииореи, — лини, вотрьчающил нхъ нодъ 

оданиь и тВиБ же даннымь 
1 угложь. Пусть зий,; изме, 

р а течь”, . ... травютори дая- 
а пыхь лини: #2, НРКР,.... 
<< п Таптенеь угла, составяяе- 
м" Маго Бабачольною въ точя 

М(®, у)лъ врлвой #1 съ 06ью 
. _ х ОХ, бдеть производная 9, 
й м опредфляемая дифферендиро- 

вашень изъ уравнения: 

Е, у, @) =0 р [о 

Пропеводийя у’ выразитол въ 2, у п а; азам цяя параметрь а 
выравонехь его въ 2 ии, выведоннымь пзъ (1), получимь у’ въ 
фуници 2 п у; шуоть эта фувещя & (2, у). 

Тавгеноь усла, образуемато каватольною къ лин{и 2% въ той же 
точ М (2, 7) въ мыю ОХ, будеть производная искомой ординаты 

у, отвфчающей иевозой траоктори. М потому, ееля далпый уголь 
жежду давпыми лищяин и ихъ тразкторями есть с, 10: 

У 9) 
УЕ ва, 

ИЛИ: 

ау — (в, у) 4% = В [аз -- &(%, у) ау]. =) 

Это дифферентальное уравнено относится къ тразвторяиь; ин- 
тегрифоване ого доставить уравнене тразвторуи. | 

Тразвторин, ветрёчающуя данныя лини подь прямымь углов, 
называють прямоуюльныме. Дифференшальное уравнен!е прямо- 
Угольныхь травторй: 

1-- УЕ, у) =0, пли: др-- & &, уду=0. 
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589. Прямоуланыя зпразетореи параболе, илилощииияь общую 
065 % общую дериину. 

= рб (2р пврвыфнный парвнетрь) 

—#—.# й — уу, ву=, 

Зхав--уду=0 (лифф. уравнеЕ?о травкторв), 

ы 
7 (полный латегроль). 

Искомыя трактор — Алисы, 

центры которвссь въ общей вершиев па- 
раболь, малыя оп ндуть по общей осн 
параболь, ь отношене длины божьшой 

оеп ЕЪ дяныф малой въ важдомъ равно 

У. 
530. Траэктоми системы пря- 

мые линй, переспивющится 65 одной 

точкь. Шримомь общую точву переов- 
ченя пряныхь за начало коордняачь, 
того уравнение прямыхь будеть: 

у=ае (& перемфнный параметр), 

Изъ него: 

для траевторий: 

Чу— ав = (аз ау), 

ху — уаз = В (ах -- уду). 

Уравнове это ножешь интегрировать, какъ однородное; но удоб- 
не ввести полярный координаты: 

2==7%03ф, У=ЕГЕШО, 

2у — убежала" оф ав о, 
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обеду = та у) =19 =7а4; 

4, гах Ва", 

в 4 (} обозначено чрез в) 

= -- 0, г= 0". (е0 обозначено чуезь 0). 

Искомыя эпраэкяпорён — лозариемическая спирали: 

Уравнен!е;: Чу — удх == (2 -- уу), или: вар -н уду == 

= (#4у —942), можно проинтеграровать еще тавъ: раздфлииь 06% 

части его па 2-9; тогда оно обралитея въ слфдующее: 

аь--уу |, зду — ук 
Пу яку? › 

ВлИ: 

: ау") = 4 : ; 

з отеюда: 

Н (фу = ие 0 

нае ПыеыЕ УР -= 06 (©, = 9), 

Послфднее уравнеше введешемъ полярных» координать приво- 
ДИТСЯ ЕЪ: 

г == 0,649. 

Прямоуюльныя траонлотли раземалиуиеденой системы пря- 
мые линёй, очевидно, — окружности ируез, пизющихь облий 

центрь въ точвв пересфчешя прямых, —1919 видио н изъ повлёдияго 

зравневя, которое, при А, =0, обращаетел въ: “==, — уравнеше 
Еруга. - 

Интегрироване поередствонъ нножителя. 

581. Если возффищенты Хи У уравнения: 

Хав-- Уду-=0 ° (1). 

уловлетворяють условно г = я, 10, КАЪ види въ п° 448, суниа 

Хах-- Уду воть полпый дифференщаль. Допуетивь, что это. услов1е 
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соблюдено, и найдемь тт функцию, которой сумма Хаз-+ Убу слу- 
ЕитЬ полнымь дифференцаломь. Пусть эта фуньдИя чи, т. в: 

Хаз-ь Уду-= аи; 

чогда данное уравнов!е приводится въ слдующему: 

ав =0, 

п по 9тошу полний зизеграль ото будеть: 

#= С.. 

Шбльмлры: 

{1297—1507 у+ 2—8) 0 (61 у—5я— 6) у=0; 

аи Руна), 

(бу — 528 —69')',— 94, — 165; 

. у 
Га Заруи блуд 8) | бур валу Боду-най— Зо Ву; 
о В 

За — Блу 32—20 {полный интеграль). 

538. Пуеть топерь позффищенты Х ля Увуины Хаз-- Уау не 

= ре тогда сумма Хз У@у не будеть 

полнымь диффоренцаломь; но можно прёневать тавой мнолутеель ЛИ, 

при которомъ произведене 

М (хав-- Рау) 

ттт, @Х 
зловлетворяють условию 9,7 

дЬлаетел полиниь цифференщахомь. Въ сущеетвовави тавого ‘мно- 

щителя (будемъ называть его ммиеуирующимг) можно убЗдитьоя 
сявдующемь разсужденемь. Предетавниь полный ынтеграль уразее- 
ня (1) подъ видомъ: 

и—0 бщиову *), 

*) Всзи полный интеграль предотарить разрёшеннымь относытельно О, 
то опь принеть видрь: (4, 9] == С, 

п. 23 



откуде: 

Это выражеше у’, не содержелцее въ 066$ постоянной произвояь- 
ной С, тождественно одпнвлово съ ть, которое давть уразнене (1), 

в. 6. %—& (и. до 518); н потому: 

2и 9%. д 
ЕС х № _ М 
дв = а откуда: ра у 

я 

Задов изъ двухъ послзлдихь отношенйу, тождественно равлыхъ 
между собою, есть ннтегрирующий множитель. Дйотвительно: 00- 
значая их букзою ДГ, пивекь: 

= МХ, и МИ 
&— 

по этому: 

Миха -- Тау) = Маз ау — ам. 

дн дн 

Ерошё пножиителя И, равнаго отношев!ю 32 и >, вуществуеть 

безчиеленное множество питегрирующихь иножитолей внда 109 (и) 
{© произвольная фульша). Въ слмомв дВлЬ, помножая Ха -н= Уду 

на МО(и), п обозначая пнтеграль | © (#) ди чрезь `©, получниь: 

МО (3) (Хаз-- У =9 аи =а0. 

‚ Другой фориы интетрирующихь множителей (ив приводящихоя въ 
знду © (и) иЪтъ. Доважень это. Пусть ЛИ, интегризуюий мно- 
житель; по этому произведене 24, (Ха -- Убу) воть полный диф- 
ференщеле нЪкоторой функции *-. 

М. (Хе = ту) = аи. 
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Для 10. (Хаз-н Тау) на ДГ (Ха -=. УЧу), паходпиъ: 

9% м 
== в › ОтВуда: Ч == туб, 

ПлБ: 

2 а ом чу 5% аа, =). 

Это равенство разбиваетея на два сабдующихь: 

@ що ы м, в 
М м фо Им. 

и опредзленная фунвщя 2 н у; обозначинеь ее чрезъ (2,9). Разув- 
шал урзанен1о 

Ев )=ы 

ознобительно у, п подставляя найденняй у в5 4, мы зыравязгь 9 въ 
& ни. Пубть такалъ образомь получили: 

и, =ф (а, и); 
тотда: 

ды __ 400% дщ 96 ди 
©) 5 08 К дь бе? у = би бу" 

Сравнивая ($) св (@), находим: 

а № 
д М“ 

соБдовалельно фупвшя ф не содержить 2; другнын словажи: #, воть 

фунедя +. Обозначеыь пронзводную и по # чрезъ © (#); тогда: 

Чи, = © (®) 4%; 

10 ваше пани: бд = 22 и; по ЭТОМ: : а, — 5 @%; у: 

28 . 
3 =©(м), отвуда: М, = Мо (‹). 

И тазь каждый леъ пнтегрирующихь мпожителей пруводнтея яъ 
зиду: М0 (4). 

бы 

Ви, что в06 

и 

Вь посладнемь произведении множитель ЛА есть 
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% 

равно, Е : но не трудно доказаль, что велю интегрируюнуй мно- 

житель можно продотавять произведенень 17, © (и), въ воторомь 

М, — цкожатель, выбралный между внык по пронвволу. Дйегви- 

тельно: для двухъ пнтотрирующихь множителей 2, в М,, нывемь: 

М, = М®, (м), М, = МО, (и), 

отвуда 

или (сбовшачая отноше ее, КавЪ фушецио , презъ, 664): 

М, = М, 049. 

И тавъ, волн извфотень одинъ (казой-угодно) изъ ннтегрирую- 
ЩихЬ множителей, то, помножал ого на произвольную фунедио и, ло- 
лучимь произведено, въ воторошь заключаютел вев мпозвлуели. 

Приведемь пузмбуь. Найдень вазогрируючщие множетели двучлена 
(ух — 2549). Полный ивтеграль уравненя (у — 2зйу== 0) 

а 
веть: # == 0; по этозу: 

иди ии мы 
235: 45 отм 

ди 

— 2 — э. Н=х=т=-я 
стало-быть в6 птограртте, твожотели двучлена (ух — 2245) 

завлючелотол въ произведеши = в6(=), 

Разуывя подъ © (4) послбдовательно: 

+ 1 . 
У д, п, М ШЫ,. 

ив получимь для двучлена (9% — 224) слВдующуе мноянители: 

ити т Иди 
за) 25? ву хи 

Провзведене двучлена па каждый изъ нихъ дасть полный дпф- 

ференшаль. Эти полные дифференщалы будуть: 



2 @ 2 
у, 8 — 2 Ч, зу, ар — ЧИ ау 

583. Если изопотиы для двучлена Хав-- Тау дов иние- 
зрируюциюе лноокителя, отнощене которые не постоян- 
ное, то по нимв дежо найдется полный итипефдль уравненя: 

`Хаг-- Уду-=0. бохраняя прожня обозначеня, предотавииъ полый 
интеграль подъ вндожъ: +-=0, п допустныь, что Л и 14, два, изввет- 

Ныхь ивтегрирующихь множичеля, озношене когорыхь непостоннное. 
Мы знавмь, что отнояеЕ1е это— фунёшя №; ло этому: 

=); 
& тазъ кавъ интегралу (полному) можно дать ведь: 

$ (&) =4$(0), пли: 9 — С (С поет. произвольная), 

то, замвняя ф (#4) отвошевель га ‚; имЗежь: 

534, Посмотрим теперь, какз вине интерируюций” мно- 
житель. Пусль онъ для суимы Хах-н- Уфу веть ЛИ; тогла произве- 

деве М(Хах + Уду) пли оуина МХ 4т-- МУду будеть поянымъ 

дифференщаломь; елёдовалелью: 

вых) _ эту) 
м = в › бу 

ИЛИ; 

9х д. ИИ эм о МЕ УЗ, 
или: 

9х и Эм м (= — =)= и хи (4) 

Воть уравнене, воторому удовлетворяеть множитель 15. Въ него 
входать и сашь нножитель, в его частныя пронзводныя по хи 
по у. По этому розыскане интерирующихг мноветелей зиво- 

дится 5 иперированию уравненя в5 частныхе производныхе-— 

равненя съ зремя перехфнныхх д, У и ЛМ, нежду которыми ЛИ зави- 

зинал, & д ту незавяелмы. 
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Раземотрииь простые частные случам, въ которых одниъ изъ 
ннтегрирующихь множителей легко отыскиваеня. Одпого п доета- 
точно, чеобы съ помощю его проинтегрировать уравненйе. 

535. Путь дня двучяена Хас-н У@у существуеть оиинезри- 
уЮЩИй мнозситель, завистийй только отьз, п пожитель этоть ЛЕ, 

тогда для него ныфенъ: = =: 0, нпо этому уравнене (40) обращается 

въ сибдующее: 
м 9х _ ви 

ох ад ам о, ом № 
мя) Уз, имам -у у. 

ам . 
- Такъ вакъ ЛИ, в сафховатольно п 3—, зависять, по уеловю, 

ТОЛЬЕО ОТЪ 2, 10 отношеюе —^———^ не зодержить у. По этому прежде 

`фозыскиваня множителя, завнеящато только отъ 2, ны по данным 
коэффищентамь Хх У соетавииь это отношое, Жоли оно не волер- 

ЖИТЬ у, ТО это поолужлеь признаковь существовал ипождтеля, за- 
зисящаго только оть 2. Предполагая отношене не содеряиищимь у, 
обозначниь ето чрезъ о (4); тогда: 

ам в 
3’ Уо(®ах 

== Ф(@), М = [9(0) 4, 

Также вошли бы, что при существованн нмиегрирующеео мно- 
9 0х 
=_ вв эжителя, зависящало тольго отз у, отвошеше пе содер- 

ЩИТЕ 2,— п тогда, Обозналел это откожене чрезь Ф, в, а соотвЬт- 
ствующЕ множитель чрезь ЛИ. , получилн-бы: 

р, [да м, 
Примтры: 

а) (ии 3) в-- ЗРЯ =0. 

9х _0у 
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(1 ие ар (в), 

[ви з)и--Га и @а=у— З-на, 

— г ша (полный ивтеграль) 

ь) {2лу’ уе у -е-ну=0; 

#— у у =0. 

в) (Бу? = Бан 4 605) 4% -= (217 — твшу) ду =0; 

ну + ау = 0. 

8) узи (1 — узша) а — (7 — 2608 у) ду =0; 

у + 03 — ву=0. 

536, Для линейнало ураоненя: 

{Ху- Х)--ау=0 (° 524), 

_вЪ воторонь Хи Х, фунющи 2, существуеть внтегрярующей нно- 
. Ха . 

житель, завлсялуй только оть д. Введемь его (в въ уравнен!е; 
получячеь: 

0, 

Интегрироване послёиняго уравненя доставить: 

ха . 
уе хе” ав = С, 

пли (обозначяя ивиетрать [42 чрезъ Ф (2): 

= [с [хи 

581. Для сны Хае-н- Рау, когда въ ней Х и У однородныя 
функийи сё одникие в пиьмз оке показателем однородности, ву- 
ществуеть иноиеуируюций лноовитель, также однородный. 
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Найдешь его. Пусть & похаватель однородности фушеий Х и У, 
& 2 показатель однородноети исвомаго множителя 14; тогка функщи 

МХ и МУ будуть однородпыии © похазателель однородности &--1. 

По свойству однородныхь фунющй (а° 112), пифежь: 

9 а ув мх @® 

у Вы МУ @) 

Но суши: МХ 4е-- М Тау веть полный дифференщаль; отаяо- 
быть козффищенты МХ и МУ удовлетворяють условно: 

(их) 98) 
бу 8 › 

п позтому разенотва (0) п (5) можно представить такъ: 

«ИХ у 8 И — =) МХ, д 

«9 И ты ид му, 
ЗИ: 

а ух (4+) мх, 

1 От уп И ЗЕ И Му.= {+ МТ, 
откуда: " 

мати ++ мх, 

Пти = АНИ МУ. 

Искомый ННОПИТеЛЬ ВоЗьивЫЪ такииъ, чтобы показатель одно- 

фодноети его быль — (#1), т. в. == — (А-ы1); тогда: 

окт 0 Ом иету 
9 В ду 0, 

з слбдоваяельно произведение 2Г (Ха -- у) поетоянкое. Приянияя 
его равеыать 1-1 получнуь: 

1 
М=уи 75. 
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Вводя эту дробь иножнтелегь въ сумму Х47-= Уду, получимь 
полный дифференщаяь. Отало-быть полный интегражь однороднаго 
уравноня: 

Хах -= Тау =0 

можно предетавнть под видомь: 

Г Ха р Хай 
„ХИ ьЯаа-- Зиу — 

588. Еми въ одвородномь уравнени 

Хёз-н Хау =0 

двучлень Хах -= Уау есть полный дифференщель, то для него из- 
1 ВВотны два пнтегрирующихь множителя, одянъ 1-ца, другой: ее 

Позюну, когда сумиа Хд-- Ху пе приводится къ постоянной вели- 
ЧиЕй, нодный интеграль взятаго уравнения, по п? 533, будеть: 

Ха Ху=0. 
Прампры: 

2) (4 -г 8) аз-+ (9х — З)ау=0, 

из — 2 ==0. 

ь) (вы За вов -- ут ы а (= 008 — вузш ау =0, 

я 3, 9— я -- пу, =0. 

Уравненя перваго порядка, нединейныя относительно 

пуеизводной, 

. 539. Уравнене, алгебричесное относительно у’, но выше первой 

степени, ныветь видъ: 

„и—2 
утру" Ву" "-....--Р, РР, УР, 0, 
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в: Р.Р»... В Б, функши сну. Если корни ео: 9,, "—:? 
9,,.... 9, и, (функщи д и у), то оно приволится въ: 

/—96/—06.... 9—9, и-ер=о, 
и отало-быть разбивается ва пинейныхь уравнений: 

У—@=0, У—0,=0,....9и 9, =9. 

Интерируя каждое изъ послфднихь, получшиь 9 интеграловъ 
подЪ ВНдоЬ: 

Фи (в 9, 0) =0,; фа, у, 0) =0,...., Ф‚ (у, О) =0, 
которые можно заключить ве въ одно урязнене: 

Фи (®, у, ©) Ф@, у, 0)... 9, (в, у, 0.) =0. 

Это одно заключнеть въ веб п уравпешй, пзЪ которыхь въ 
БВЖДОНЬ ПО ОдЕОЙ побтоянной проязвозьной. 

Притьм: 

2 а) Уравнение: у" Элу’--ай—У-=0 дабть: У — п 
поетому, предотавляяеь нодъ видеть: 

у = Ув) =0, 

разбивается на два: 

Ув 9-==0, У—ечу—0. 

Интеграль перваго: у== 08° —#— 

ннтеграль втораго: у= 0—1; 

а соединяя оба, интеграла въ одно уравнон:е, получить: 

{уа-н1— 67) (уф5-1—@% ®)=0. 

5) Найти кривыя сз такимь свойством, чтобы разстояне 

зазкдой точны оть начала координатеь равнялось длин опредп- 
денной нормали въ пой ое точит. 
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Квадрат равотоявя точьи (2, У) ОРЬ- начала координат при 

овяхъ прямоугольныхь: @--у’ Квадрат длины опредфленной нор- 
Е 

мали: /2(1-5У”). Поэтому вопроеь приводится къ уравнению: 

ви 
а посл6днее разбивается па два олВдующихь: 

е 
2-4-9°, ил: № — 9 =0; 

Ув =0, уу —#==0. 

Интеграль лерваго: Яу-=0С, 

дитеграль втораго: #—и=С *). 

Стало-быть искомыя врв- Ух 
выя — круги, центры кото- 

рыхь въ началь воординать, 
правлобочныя гиперболы, оби 
которыхь ва осяхь коорди- 
нат. Оверхь того вопрову 
удовлегворлютьобиу аеепии- — 
тоты повяфдннхь гкпорболь; 
уравнениях получаются изъ 
уравнения 2* — 9 ==С, при 
6,=0; они будуть: 2—у=0 
из-ну=0. 

540. Если въ уравнене не входятъ $ и уу, а только у 

ото инфеть видъ: 

1) = 

тдь Г алгебутческая или траноцендентная фунвщя, то, разрёшея его 
относительно у’, получим: 

, 

. *) Постоянная произвольная С можетъ принимать только положиательныя 
значенфя, ® С, положительныя, отрицательныя и поль. 
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т 4 постоянное, имфющев оно, нвеколько или безчисленное ино- 

эжеотво значенай, смотря по свойству функщи /. По этому: 

у—а%-н (С (полпий питеграят). 

Тавь какь изъ послёдняго уравнешя павел: а= 0, о 

ПолЕНЙ ртограль данваго уразневня можно предотавить и подъ вн- 
оу: 

9 б__ ео. 
Примпры; 

8) У— ву ==0, 

ОО. 

5 +60; 
_с — о —_ 60, 

(9— 0-45 (—0-- 1 (у—б— 6 =0. 

Иначе. Коран фукцн (у = 4" У — 6) относительно 
У: —2и— 3; о этому: 

у 6=и—100-90 +9, 
и уравнон1е равбиваотея на три: 

У —1=0, у =0, +0, 

интегралы хоторыхь: 

у=еО у 220, у За-С; 

а соединяя эти интегралы въ одно уравнене, получим: 

у—=— Оу — 00-3 —9=0. 

5. Уравнене, не содернащее х и линейное относительно у, при- 
ВОДИОЯ ВЪ ВЯДу: ` 

у= КУ). 
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Обозначая у’чрезъ р, к дифференцируя его, получниь: 

@у=1()@р, или: рав==[ вар, 
откуда 

Фар, г= [7 р. 

Пуоть повяфдей ивтеграль ф (2) = 0; чотда питеграль даннаго 
уравненя получител виключенень р изъ ураваев?и: 

У=РЕ®, = 0. 

Пблтры: 

) уу 
9=1-+ ел, пли: (у— 1} (=). 

в) =); 

у= (У22-+0—1)е 
3-0 —1 

542. Уравнеше, несодержащее у и линейное относительно 2 

#=1). 

Лифферепцируя его, обозначал при этом у’, какъ п прежде, чрезъ 
р, получняь: 

%=1[ (9), 
откуда: 

рр р|’(в)@р, ши: бу -=РР (р). 

Стало-быть, если 

ЛРфф = + 0, 

то полный интеграль даннаго уравнешя найдется поключенгожь р изъ, 
уравнений: 

21, э= и 
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Прилтры: 

а) ви, 

| {поключнть 2) *). 
2.3 

у аз = С } 

5) &=у-3(у); 

&=1-+ 0820 | 

з {повлючить 12). + : 
У=“ + рр — зшр-+ 0 . 

543. Уравнене, содернащее хи у и линейное накъ относительно 
<, такъ и относительно у, приводится въ виду: 

уе) -+9 0). 
Обозначавкь у’ опять чрезъ рр н дифференцируенть: 

уг) --9(®), ду пруаа-но (р) ар--о "ар, 
[РФ — аз--эР (дар (рр =0. 

Двапиь ка {(0)—2, считая }(2) отличнымь озъ р: 

‚ ‚ 
аа И вар я, @р==0. 

Принпная въ повявдиемъ уравненн 2 за нервхьнную независимую, 
& 22 разематривая вазъ фульди 2, ны видихъ, что оно отноентельно 
2 и ах (пли относительно .н производной 2 по р) линейное, —я по- 

тому ннтегрироваяе его приведется кз квадрачураль (п? 524), Пусть 
полный интеграль его: 

фев, 0)=0; 

- ; : . 1 
*) Исключене тутъ легко выполяить: изъ втораго урапнешя выразить $ 

п подотавить вЪ первое, 
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тора, яовлючая 7 изъ сововупкости уравнений: 

у=2[(р)-+ (2), ф(@,р, 6) ==0, 

получимь полный итеграль даннаго уравщеня. 

Вь частномь случа, когда {(2)==р, +. ©. вогдь данное уравно- 
16 веть: 

‚ / 
уу +30), 

[#-н$ (2) 2-0; 

тогда @р=0, откуда р== 0; н потому полный интеграяь чогда 

будеть: 

зВезгь: 

у= Сен $(0). 

Сверхь того, леключая р изъ уравнений: 

у=р--Ф0), +9 (00, 
получить особенный интегралъ. - 

Принпри: 
из 3. а) у=жу у 

у 
_ зв с ? (певлючить 22). 

о 

в) ау ну”; 
у == бв- 0 (толный пнтеграяь); 

9=— = (особекный интеграл). 

Въ прнивуВ (6) овобенному интегралу соотвётотвуеть парабола, 

зершинь воторой въ пачалв координать, & о6ь ндеть ло оек ординат 
въ сторону отрицательныхь ординыеь; полному же интегралу — ен- 

отема прямыхъ, касательных къ этой парабол. 

544, Уравнене, содержащее # и уу, и линвйное относительно у: 

у =Ё®, у). 
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Дифференцируя его, получияъ: 

Е , = 4-5 Яр и=р), 

нлн: 
9х И 
#2 а 5% @р=0. 

Козэффиенты послёднаго уравненя — фунвши #нр, и пря 

Томь оно линейное отновнтельно 4% в 42. Пусть полный инте- 
граль его: . 

8 @ 2, 0—0; 

тогда полный иигеграль даннато будеть результатовь неключена р 
аъ совокунности уравнений: 

у=Р (о, 2), Е р, 9 =0. 
Приму: 

у=ану*. 

ур, =) 

раз = Зах = Зрар, (28—р)ат-= Зрар==0; 

9 3 4 д 7 (27 —ра-н 24) ее с; 

=, р= Уу— 

1 (25 =Уу 9) 

545. Уравнене, содернащее д изу, и линейное относительно 2 

= (у, 5) =Р, 5) (=). 

Дифференцируень аго и ПОТОМЪ МНОЖИЫЬ НА р: 

9. й д. 
= Уау-- ар, йу= рогу --рй 4, 

и. 
| 

Послёднее уравиеюе, съ двумя перемБиными у к р, линейное 
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относительно дифференщаловь этихь перембнннхь. Пусть полный 
интеграль 910: 

фр, 9 =0; 

тогда полный интеграль даннато уравневя найдется иоключенель 2 
изЪ бовокумности: 

в = (у, 9), фу, в, 9) =0. 

ими: 

ву уф. 

врут —, (2=4) 

41 ==ру ра бр 20 ду 52 рар — Зуау, 

ду == 7 4у-- урав -= Зур? ду 5257 8 р — Зурау, 

(р — 1 2 — Зур)ду-- фр Зу р?) р ==0, 

(1-22) [(й — П дур] = 0; 

Пал 

ТИП ЕТЮ ии =6. 

зело 
очен 12 изъ совок; ноет (, в Цо искл р у р-на } получим: 

#— 0: —И=0 (полныЕ яитеграль). 

Сзорхь того данное уравнон!е лыфеть особенный интеграль, ко- 
торый найдень, новлючая р изъ вовокунноств: 

Т-= Зур-=0, = риф 

онъ будеты у=- —+. 

Особенные питегральг, 

546. Особенный интешале (овобонное рентение) хифферевщаль- 
иго уравнен1я нельзя разенелрявать, кавъ частный случай полнаго 

п. ` 24 
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инчетраля; другнын словами; его нельзя получить изъ полнаго, прния- 
оывая въ поелёднемь постолиной произвольной С'’опредфлонное зна- 

чен!е. Но всегда можно подобрать для С такую функцию, которая 

обратить полный интеграль въ особенный. Действительно: пусть 
полный нитограль уравнения: / (7, у, у’) == 0: вать; уз=ф(, 0), & 
особенный: у=(2); тогда, разрёшая уравнене: ф (2, 0)==& (#) 

относительно О, мы найдешь нокомую функцро. Тажь, въ примёрё 6 

1548 полный питеграль уравкены: у=заду’--у” воть: у=Ож-н 0", 

& ОбОбЫННЫЙ: у == —— р, И ПОбдФДНШ получитоя изъ перваго, если зъ 

первомъ сдфлаемь: 9= — 5 въ приквр п? 545 особенный ‘ивте- 
28-1 

р граль получится изъ полнаго, если въ полномь пололиь: О = 

Продетавиюь полный аипетрале уравнени: 

(@) фе, и у)=0 

подЪ видомь: 

6) фе, у ©) =0, 

и поелотринъ, какъ изъ него подучить особенный. 

Разуивя подъ О такую фунвцио 2, нри которой (6) обращается 

ВЪ особенный нитограль уревнешя (а), продифференцеруень (6); по- 
лучагь: 

‘ В. 
ИУ Ра С’ =0. 

Отеюды: 
а 2% 
55 50 

© У 0 
% м 

Пуеть (@) даеть: у’==(%,9); но этому: у ь 

55 % 
5% 26 и бои. 
ду 5. 

м 

Но ны знаемъ, что отношен1е — не вели въ незь выключить 0 

ду 
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помощно ($), тождественно въ фувкщею Е (2, 9) (п’ 518}; слбдо- 

валельно: 

Отсюда видимъ, чго (5) удовлетворить (а), когия. С’==0, п стадо 
быть С постоянное (это соотв тотвуеть полному интегралу), или когда: 

д . 
и стало-быть или- т —=0, влн 

Сльдовательно особенлые интегралы уравибня (9) можно полу- 
чить, иоключая О’ изъ уравнений: 

@) Че =0; = 
нии изъ уравнен: 

©’. ч@0=0 Я=ы, 

Разлатая совокупноеть уравнений: 

Що (№. — фе б-0, (4:9) = 
для исключеня изъ нихъ С, ка дв совокупиости: {9} и (е), мы пред- 

р де 0, во Второй 2% ив =. Въ против- с 
| 5 [4.25 , хомь случев отношен1е @ : Я), принимая неопредёленную форму 

, 

податаешь, что въ первой“ 

( с ли >) можеть и пе обралитьви въ 0, — и по этому результат 

исключеня С изъ (0) или изъ (е) можеть привести въ фунещи и не 
удовлетворяющей уравнению (@). 

Вообще, чтобы ‘узнать, будеть-ли ошъ овобъннымь нитеграломь 
уравнения (а), мы продифферекцируежь его; вели онъ не’ удовлетво- 
рать (а), то не будеть интегралоеь (п) ик частныев, ни особенных; 
если же удовиотвордть, то будеть особоныиаию ннетраломь, когда не 
предоставить частиато случая полнато, 

24% 
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Полный интеграль уравневя (@) можно предотавить въ разныхь 

формахь: у 

фе 0 =0, це, ==0,-4 у, © =0,....4} 

но каждая пзз отихь фориь приводить у къ одной и той же функ- 

циди С (0 517); а тавъ какъ уравнен!е ф (2, у, С) == 0 даеть 

а 
и 5 
= — 

% 

то отеюда завлючаеиь, что и отнозен1е [Е : 5) овтаечея однимъ и 

тив же, будеть-ли интеграль представлень въ той или другой фор- 

ив, Стало-быть особенные интегралы пе изыбнатоя оть изифневя 
форны полнаго интеграла: 

Примиры: 

а) у=ау у” (прлибрь 6 по 543). 

Св —у==0 (полный интеграль), 

Пифференцируешь ого по 0: 

в 80=0. 

Выключая С изь двухь поелёднихь уровневмй, находинъ: 

у= —“ {особенный интеграль) 

в) &-=У --УУ*-— 9? (ариыбрь п 545), 

У--#—0- 0-0 (полный интеграль). 

1 2(8—0)1=0, б==#-у; 

Я=—#— 1 (особенный интеграл). 

© Чт бу + За-ву=0. 

Чар? бар -- Зе -ку==0, (р=у) 
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47 ае-- Вар ар-- браз-- беар--Зав--ду=0, (дура) 

{47-7 З)ая-ни(8р + 6) р =0, 

{40-3 [2-14-20] =0. 

Пошфдиену уравнено можно удовлетворить положенень: 
(2 - 1) 45-- 4 др-=0, пли положешень: 4р = 8 =0. 

Первое положев1о, (2 += 1) Яд -н 2 ар =0, давть: 

42 2 
в ры —0, откуда: (+1 е —0. 

Ивилючен!о р приводить къ. полному интегралу: 

(ну 40—40 0, 

которому, обознечья 40’ одной буквой 0, можем дать видъ: 

ш-ну- 0 — 2—0; 

особенный же найдется коключенень С’ изъ уравнен!й: 

(#-+у—0)— 02-0, внук —в=0; 

ожъ будеть: 

3;--4у =0, ли: у =—3%. 

Второе положено, др 3==0, приведет къ чому же овобенно- 

иу ннтегралу, вотда”лэъ него и даннаго уравнения внелючииь 1. 

Г} {&—Зру“-- ву —4у=0; 

(#—-у—0*-- бу==0 (полный нитеграль), 

7—0, 45—Зу==0 (особенные нитеграль). 

5471. Найти кривую съ танинъ свойетвомъ, чтобы произведене раз- 

стоянй касательной къ ней отьъ двухъ постоявныхь точекъ Ри 2” было 
постоянное. 

Принежь приную, проходящую чрезь Ри №’, за 05 ОХ, рв- 

дик ЕР’ за нелало координать, а ва ов ОУ- прямую, перпенди- 
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вулнрную вв ОХ. Половину длины Е” обозначииь чрезъ с; тоеда 
поордишаты точки Я’ будуть: сн 0, точки Е" ся 0. Уравнеще 

хавательной въ точкв К (я, у): 

У—у=у(Х—®), и: УХ -у— 7=0; 

азот. отъ 1’ до касательной == 266, вед. Я — р 
р ИУ ? г 

ии 
азот. оть до касательной == а0е, вол. И-М. 

пет 

‘обтоянное произведен:е 22. "М" пуеть 08; тогда; 

дану, ооивичну аи тУя  р 
тя имет т ауя . 

1 0—1, когда точки Ёп Е” находятся по одну сторожу касалель- 
ной (черт. Г), и 9==— 1, вогда-— по разных (черт. П). 

м У 

Повлёдиее уравкеше даетъ: 

аи у? бр -- бу" 

(с бу 0. 

Суниа с°-= 00 положительная какъ при 9 ==1, тавъ и при 
9——1. Дёйетвитетьно, лри 9=—-1 пифемь: 

ищем, 
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п воли-бы 0—7 было менфе 0, то вторал часть послёдняго равен- 
ства быза-бы отрицалельною, — что невозножно, потому что первая-— 
положительная. Обозначал по этому вумну 0°-= 06? чрезъ а?, поху- 
ЧА: 

у" -00, 
отЕуда: 

У—м=Уву"-- 0, (4) 

или, обозначал у’ чрезъ р: 

у = Ур, 

Днфферевцируя это уравиен!е, получи»: 

ар а 
вар РР, пли: вв рт. 

ы У ( Ур -- й 

Полагая р = 0, извешь: ф == 0; по этому полный нитеграль 

уравнешя (4) будеть: 

1= ба-- Ия 01-+ 9; 

. р 
& ПОлОЖОО: Фу ыя- 0 прледеть къ особенному ннтегралу; 

оно рифов съ у=ар-- У 0 даеты 

Е ар 9__® 
& , УрО 6 Ур? 

р урн о. 
я бинты 1; 

втоло-быть обобенный пятеграль уравненя (44) будет: 

5 д Е = 1. 

И такь: 

у— 0в-- У 0"-ЕТ (полный патеграле), 
прид == 

(особенный); 
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[у= 0--Уя (полый интеграль), 
п = о 

|Е =! (оъобенный). 

Въ первомъ случаВ овобенному ннтеграху соотв тетвуеть эллипоъ, 
хоторато фокусы въ данныхь точкахъ Ри Х”’, волуови: ан Ъ, & пол- 

ному интегралу — енотема прямыхь лин, васательныхь въ этому 
эляиису; во второмъ случа особекному начегралу соотв лтвуеть ги- 
пербола, фовуеы которой Ри Е”, полубвл: ап, а полнону — еи- 
стема прямыхь, касалельныхь въ тиоерболв. 

Приибняя послдитою теорю, иы получили-бы особенный ниче- 
трать поключенемь С’ изъ полнато интеграла и уравцешя, е09та- 

вляемато дифференцироваяемь его по С, т. з. взъ уразвевй: 

С — в ОВ И у== бв-- Ув 0-0, ия 

549. Съ геомотрической точки зрфня особенный интеараль ураз- 

нени: { (2, у, у) = 56, получаемый поключешемь О’ изъ уравневй: 

фе, у, @)=0, в=0, , = 

зожно разематривать какь уравиене линш, обемльвающей слотену 
лин, соотвфтетвующихь полному натегралу (вм. п? 193); другняи 

озовази: полному интегралу соотвВтетвують лиш обериовемыл, 

особенному— обертьвающеая. 
облёдЕ обобенный интеграль можно найти и нозавненио отъ 

полного, а вменно иовлочетемь рр изъ уравнений: 

Ге р=0, 8—0. 
Двйотвительно: для точки ЛА, общей двумъ омежнымь кривышь 

обертываенымь АВ н ОЛ, ныВемь: 

[@, у, 2) =0 } [Ре в=0 
ЛИ: 

Ре, ур-+ 4) =0 | | рей — 0. 

р лу+др- рловые кооффищенты хавательныхь въ линымь АВ 



8) 

в) 

9 

4 

Йо 
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п ОЛ въ общей точкф М. Для чочки 

Е-предёльнаго положен я точки 1: 

Их, 9,5) ==0 

Исключая р деф этихъ уравненй, 
получимь завиоиность между коордяна- 
тами точекь обертывающей лняйи (урав- 
нен!е обертывающей), 1. в. особенный 

‚бо. 

знтетраль. 

у==яу’--у® (арныврь по 548); 

урн = 

0=#-=2р “° 

&=уу’--ууУ*—У (прибуь в? 545); 

а — дир 1 
и 

0=9у-= 2 р 

Чу? -- У - Зе-ну==0 (пришбрь с 1546); 

ЧАДА - бир -- Зв -- у=0 | 3 
=— 2. 

Зав + 6%=0 | 4 

(&— Зуу?--вуу-— 4у==0 (прамбрь 9 п° 546); 

@— Р-р =0 | 
у у=0. 

@—Зр-+- 8—0 } 

у—ди = Уфу" 00° (1547); 

у—ар= У - 9 и 

в+9ы= — 
ива } 
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Ы изу ау" 10; 

ИИ —1=0 . у У ( и. ети 
— ву (1 )р=0 

а : : 8. 
Фунещя, найденная ноключенемь р изъ {=0Он & —0, пред- 

ставвимь тогда, особенный интеграль уравненя /==0, когда она удов- 
летворать уравнению и не будетв ого частнымь интегралонъ. Воз- 
можны случаен, котла функщя, такимъ образом найдениая, нс удов- 
летворяеть далному уравиенио, п тогда она но будеть пнтеграловь, 
ни частные, ни особелнымь. Для прим ра, возьмем» уравненте: 

у-н у --8=0. 

Проеблал ЕЪ ному послёдшЙ пруешь, получи: 

Ян =0, Яр-+у==0. 

Исзалючене р изъ этихъ уравленй дасть: у? — 4, откуда: 

У—=9' а. Фунышя Уз, подотавленная на вето у во взятов 
травневе, ие удовлетворить ему, и стало-быть не будеть его инте- 
тралоль, пи частные, ни особениии». 

Интегрироване уравнений высяетхь порядковъ, 

549. уравнеше вида: (2,9) =0, и при тонъ линейное относи- 
тельно у”, приводится въ слфдующену: 

9 = (9. 

ояный нитеграль его найдется послёдовательнымь нитегриро- 
ванень; окт будеть: 

= Ра =) бб -...+-0 в--0, 

11$ ф@)— функщя, которой п-вя произвойнал равна, $ (2). 

550, Ужобы проинтетрированть уравнеше вида: 
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Ру", уп) 0, 

пожожниь: 9" Ю==р; тогда оно приведется въ уравнению первато 
порядка: 

Рав) =0. 

Пусуь полный интограль послёдняго: ф (2, 0, 0) =0. 

одетавляя у” на ыфото д, получиьь: 

ф @, 9" 9, 0) =0, 

— уравнойе (и—- 1)-го порядка. Воли оо — линейно отновательно 
970, питеграль его найдется повлфдовательныыь интегрированемь. 

Примтре: "Ну = Г 

ний ав б,&-С.. 

551, Если уравнеше не содержить у, т. в. иметь ввдъ: ^ 

(ру, У, у"; -.; №") =0, 

то порядокъ его можно понизить на одну единицу положенент: у 

При тажомъ положении оно будеть: 

ор," №) 0, 

я интегрироваюе ого приводитея въ митогрировамямь уравнен 

(п— 1-го порядка и перваго. 

_Примпры: 

1). ну - 1; у но и-- 4. 

в) ПУ’ ЗУ ==88- у са, 

559, Понизить порядокъ уравненя на единицу, когда оно не с0- 
держить 2, т. е. ниветь вн: 

РОУ У, 9"... = 
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можно, полагая у’—ф п принимая у за нозавионитю поромйнную. 
Производныя: у", у", у®,.... въ ипронвводныхь по у будуть: 

УЕ, У, =, 

у’ (ев). = св, у. =, ев 
8 у Е. и ор} Ру", а", ни. 

Вообще у выражается въ р н производныхь 2 по у порядковъ: 
1-го, 2-го,..., (#—1)-го; по этому, подотавияя зъ данное уразие- 

не выбето у’, у’, /”,..., У” выраешя йхъ въ д п производныхь 
ф по у, получиль уравнов1е вида: ° 

Уи #— 
рр.” 1) =0, 

въ которомь выешая производная (—[)-го порядка. 
Иначе: праннная у за нозавястиую нервыфнную, выразиыь иро- 

зводныя у 0 & въ производныхь 2 по у: 

ии =" . 
И ау" 

тогда, уравнене приведется въ виду: 

р с. . р, 9",,..., ву) == 0; 

затБуъ, лань вавь 2 самь по вебф ке ВХОДИТЬ ВЪ уравнение, то поло- 

жентемь #4 оно приведетел хъ уравнояю (и 1)-го порядка: 

. ий @— Фи... и, ) =0. 

Прильвы: 

а) уу 0; у= 00. ` 

5) Нити привую, которой фадёусв кривизны равнялся-бы 
длимь опредпленной нормали, 

оу Уну”, 
т ; `раддуеь призиаюы = #06. вех. 

дллия опрех. нормали == абв, вел, у И1-у. 



УЕ ——5 
р рут, @==1 

1-9 = 9. 

0=— 1, котла у ну’ ныВють разные знахи; 0 ==1, когда зави 

уп’ одинаковы. 

Первый случий 9 =—1. 

1, 1+ ИУ, 
аз ‚4 

п--ау-нр = 0, нЕ ы0, 

РИН, учу, 
и в „а га у=Убя, уния =0, 

(с 9)--у = 0 (врун съ центрамв на ови ОХ). 

Второй случий: 9=1.` 

ТУ, 1, 

Ир =, бт, 

уу, Е 4, ОН = Об, 

Ибу-+ Уб—1) = 0-4, 

бут, уф = 9 *,, 

себ, (0) . у= о {пъпныя лини), 

*) Это фавеветво подучаетея изъ предыдущего помвожещень на 

(бу Убил) 9, 
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б х 

, 553, Порядокъ уравнения, однороднаго въ отношени къ у, у, У”, 
у”,....У®, ношно понизить на единицу, принимая у за новую зави- 
синую лереифнную. Обозначая у трезъ 2, пибежь: 

2 8 у. В ее А”), у’ Зи"), . у=е", 

в? входить нножителемь во вов производныя у; но этому вели поха- 
затель однородноеги давнато уравненя относительно 9, у, у”,..., У“ 
есть Ё, то, замёнял у н производныя у выражевщяни ихъ въ 2 и про- 
ИЗВОДНЫХЬ 2, МЫ Увудииь, что веВ члены уравценя будуть ныть 
общим иножителемь 2“. Сокращая ка иего, мы приведемь уравневе 
въ виду: 

аи т с 
Фа", ="... 9) 

& так КАЕЪ ВЪ этом послвднемь уравяент 2 самъ по св0% не вхо- 

ДАТЬ, 10, ПОЛаля 25%, мы вдаень ого ураввешель (@— 1)-го по- 
Тядка: 

Фи, и"... ., и” 9) =0. 

Гримтрь: 

У — 2 + =у 

Показатель однородности относительно у, у’и`у” здзсь единица, 
Полагая у==е", сокращая на 6” и обовначая потонъ #’чрезь +, по- 
лучиыь: 

з 
вин” — Эа’ -=0, 

И-М — Эрин 0, пли: и (и— 2} =0. 
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Цоложиыь: шее; тогда: 

и 1-ну, ну -=0, (1+7) е-+@=0, 

е-- -0, ооо == 0, = (0—9); 1ныя — 

и +45(0—), #=[в-- в (0—]а, 

Ро 
2 2 = [2-5 (6—4) 4 +708 (0—9 10, 

Е 

у= 06" в03(0—2) (полный интеграл). 

ели положить: [94 008 С—с, С, т О-=е,, то полный натеградь 
предетавитея похъ вилочъ: 

а 
= (©1032 + ся), | ( па пня произвольныя 

554, Фиобы проинтитрирювать уравнене вида: 

Ку" \, у") 50, 

положлиь: "= р; тогда оно приведется къ урввненю перваго 
порядка: . 

Ев) =0. 

Пуеть это урввнене даеть: 

=. 

а % _ Отводы Яр $ (0) 4% =, ® 2). 

Ебли поолбдийИ нитограль воть 5(2)-= С, псбли мы въ соотоя- 
вш разрёщить уравнен!е 

#=Е0-0 

относительно р, то покощая фунеця у найдетбя поствяовательныль 
литегрированемъ по 2; а именно: обозначая фувецио, обратную &, 
чрезъ $, нувемь: 
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и—0) 

фед, = еда”. 

Если не въ состояи выразить 2 въ %, т6 обращавиел въ урав- 

о: в — : Ненио: 4% = 20); 0 дввтЬ: 

зар ет) 2%= у» илы: у“ 94% = 2; 

по этому: 

2 — | 242 
у ебу - 

Пуоть посльдийй нитегражь воть &, (2) = С.; тотдв 

у-ва = 6 фа -- С-В ар С, а, 

"= [О 02-0, 

Продолжая тавишь образошь и далве, мы навонещь полуцииь у 
ПодЪ видом: 

„— — и— у=@(р на наи... 0, „ве, 

а присоединяя сюда: 2 =8(2)-5 0, и поключая 0, получныь иско- 

мый полный нитегралъ, 

Примтрья 

а) "=". 

я И ` 4 1 
Ур; ИН, вы, = [= — 0 

== 1 5=› (20 мн обозаряшии чрезь С!) — 

а р 
У= [урав — + С, 

= ЕР --ба--@ (полный цитетраль). 

Иначе: 

У, 



(= а с 

лучишь: 

п Оно, (20=0) 

ь) у ве--ау беебрУЗЕнОЕ О: но, 

555. Уравнеше вида: { (=, 7") =0. Пуоть оно, по разрь- 
шени относительно у”, давть: 

УФ (у” *), ии: "== (р) (полагая У" 99). 

Обозналимь р’ чрезъ 4; тогда: 

И, Иа, 4=9И, 

аа оу ав, 5 = [Ф(р)ар, 

Ч=У ФФ, 8 ит 
40 ==. 

| 72/9) 

Выполняя два лоетёднихь интегрировалия, получимь уравнене 

вида: &=4 (р, 0, 0) 6. Ели резрышииь его отиозительно р, то 

о инчегрированень результат, ®-— 2 раза 10» 
найдемь у. 

Иначе: питегрируя 

24 и—) — =. 

= а ла 
г. 25 
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обозначая при отонь нниеграль Г ЕТ чрез (р, 9 о, 

ЯаходиЗтЬ: 

[2 у ар 0), 

— В а "Эа 5 Е (р, С) аз Св = ПРА. +, 

в __ Г (6, СИар 2] 

у — Утеяе "9 

Продолжая тавлигь образожь даль, получииь нановель уравае- 
У вида: 

аз в . У= (р, О-ва "ца И... +08, 

& присоединяя къ нему е = ф(р, С) + 0, п поключая р, получи 
екомый питеграль. 

Примпры: 

) и=ь 
и „ — 296 ке 

у уу = У = ду Яр У 

# —2Уу--20 = С, “у о. у я у—0, ЕР 

= В (уу — 26) у Уу-+6- С, (полвый петеграле). 

) учу 0; 
р ии д б 
ри = =, 

В" --р=0, 994 = рар == 0, ® == 0%, 

ч=Уб— р, ® У, в а, 

#0, > == ато 2, р== Оз +0), 

У=С [зщ + 0) @4=— 0% 0) +46, 
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у=-— Союз (а -- О) 0, ео за Оыб,ж--0,. 

{— С обозначено чрезъ 0} 

Евли обознааимь (,608 С; п С; 9 С, чрезъ с, и с, (с, нс, но- 
выя помоянныя прдизвольныя), то полвый интеграль уравнеяя: 
уб-ну’==0 предетавитея тать: 

У=с 0 0,088 -- Од -н. 0, 

ини, изображая поетоляныя: произвольных буквами одного разаебуе: 

у = Сша 08а -- ба-н 0, 

556. Уравнеше втораго порядка, однородное въ отношени къ 2, - 
у, 4%, ду и Фу, приводитея въ уравнешяыь перваго порядьа. Но- 
ловииь: 

(@) Ева, Ур, У&=9; 

орда $, 2 па будуть нулеваго измфреня, п есяи 

Ре уу, у) =0 

веть данное уравнене, то функщя {(2, у, у’, У”) или Ё (2, ит, р, В] 

приведется въ выду: 2^ф (м, 2, 4), гв ® показатель однородности, а 
данное уравнение обратится въ слфдующее: 

Ф(и, 2,9) =0. 

Пусть отеюда: . 

=, 2). 

Тавъ какъ положеяйя (1) двють: 

Фу = ибо -н аи == рах, у“ Еа Е даа 

10: 
д ба _ №, в @ 4 ри Ч ЛВ: 2—#  Е(ь-р)" 

. р № _ 6% ели полный ннсеграль уравненя: ра Ев ТВ 
25* 
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р=ф, 0), 
то: 

ах 4 4 

в 0: № Гаеби 

Когда выпольныь послфднее иатегрироваже, замьнныь # отпо- 

ев 2. 

Примтьриы: 

8) туз =у; 

Тя. ржи, ри, ч=и-—р, 

@р —= — @ р= Оф, 

4% 
Е. 

4 2 з ан, биос, (#—0==0, 
68 __ 6 2у—0=04, =, 

ура (бовначья $ я а чревъ си <). 

в) Ру’ --аУУ =; у== — 2-2 06 (6—0). 

[3 Ру" = (у-У; ао 

Линейныя уравнен!я безъ носяфдняго члена, 

551. Общ видь линейнаго (относвтельно у, у, у’ ..., 9”) 
уравненя безъ послёдняго члена: 

у А АНХ, УХ, у Х,у=0,(@) 

тдё козффиенты Х,, Х,,...Х, „ях, фуныци © дли 
ПОбХОЯЕНЫЯ ЧИСЛО. 

Если фунециг у, и уз довлторяюль этому уравнению, то и сум- 
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ха ихь удовлетворить ежу, и произведешя ихъ ка произвольныя по- 
етояниыя. Въ этомь легко удостовфриноя простой подотановкой на м%- 

вто у вумин у -ну, или произведвяя Су. Вообще, вели 

УИ, У— У, У, ..., УЯУт, 

— частные интегралы разеивяриваенаго уравнения, тои 

пост, произлольныя 
У= бу + бу. бу... .-Н бут ( С бы. бы ) 

будеть ого интегралонь. Вели 2 равшо %, и между функшани 
У, У, №...) У, НФТЬ ЛиНеЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ, ТО этотЬ интеграль 
будеть полныиь. ри существоваюи` же линейной зависимости ивж- 
дул, Уз, .. а», ЧШСЛО ПОСТОянНыХЬ- Произвольныхь въ сумм: 
би--О-- Оу.--...-бу, пряводитея иъ меньшему и, и 

тотла интеграль вдох п 16 поляну. 
Нусть напризбуь фунвщи у,, 2 п 5 еВязакы иены Пиз- 

нентемь: 

а у --а, 3 =0; (4,, а, и а, поетоиния) 

тогда у, выравится линейным» образом въ у, ву: 

—.__“ 2, 
а а, 

но этому: 

ба бб, ь= (© — ча + (6) 
а 

& обознаная сумиы С; — Не ис, — а С,, какъ постоянный произ- 

вольныя, чрезъ с, и ©,, получимъ: 

Суб и--б ие у, 

откуда вядииъ, что часть С, у, 0, уз О; у, назеграла, заключаю- 

щал въ 6608 ловадимому три постолиныхь произвольныхь, пряводятея 

къ двучлену с, ‚нс, у,, содержащему ихъ только двё. 

558, Докажемь, что въ полный интеграль уравнейя (4) вс по- 

стоянныя произвольный входят линейнымъ образомъ; другими словани 

-—интерражь этоть вызетъ видь: 
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У=С Ибн, 9,-....-- 69. 

Сначана доважень это для линейпыхь уравнений? перваго п вто- 
`аго порядка. Уравнек!е первато порлдка: 

УХ 9—0, пла: ч- Х @=0, 
даетъ: 

Ух, ве \=— | Х, 4, у= 

ы © резь 9; Пусть 1х 4#—=ф@)--0; тогда, обозналая @^ 

ве 0 чрезь С, , инбень: 

у=@ а, 

оТЕУДЬ п ВИДИМЪ, ЧТО постоянная произвольная С, входить въ лол- 
ный интограль взятаго уравнонл линейнниь образомъ. 

Обратныея теперь жъ уравнению вторато поряжка: 

уху Х.у=0. 

Пусть одннЪ изъ часчныхь ннтеграловъ его веть: у=/, тавъ 

90: 

у" ух, =0; 

полному же интегралу ого дадиыъ видъ: у==у, 2, откуда: 

Уна, Уи’ в- у Ну, #"; 

тогда, уравнен!е для опредвленя тножителя е будеть: 

и’ (+ Худ и" Ху" Ху) 2=0. 

Тавъ вавъ кооффищенть при 2 равень 0, т0 оно принимаетъ 
ВИДЪ: 

, их, “+0, (рези) 

и подоженень == приводится къ уравненто: 

#-- Ри=0, 
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— линейному относлтельно 1 я и’, безъ послёлнято члена, и при томъ 
порваго порядка. Полный нитеграль лосладняго уравнешя, уравпеня 
перваго порядка, как уже доказано, ннфеть вндь: и == 0, №; 18- 
повательно: 

2 = [шах == О, ах, у== 6, и [№ 4. 

Если ль 43 = (2) -+-С, то, обозначал ОС, чрез 0, пыбвиь: 

ун-та. 

Стаяо-быть я въ полный интеграль уравнетя зторато порядка 
ностолниыя произвольных входятъ линейным образомъ. 

Челерь доваземь, что это свойство икфють линейныя уравненя 

везхъ порядвовъ. Допуекая вто по ОТНОШен ЕЪ равненю какого- 

нибудь опредфленньго порядка, мы сейчесь увюдимь, что оно при- 

вадлежить и уразноиио па единицу высшаго порядка. Пуеть у=у, 

одинъ изъ чадтныхь интеграловь уравкеня (а); тогда, предетавляя 

полный интеграль его подъ видомъ: у =, 2, откуда 

У а-и” 

У" а-- у 2 -ну; #" 

Г -0, —1 ее ту," пря ы ) Е 

и опиралеь на тождеетво:, 

у"-Х, и" 9 Хи" о... Ха у" и-—1 их, у=0, 

мы уравнене (0) приведвиь къ веду: | 

2 ор"... -Р, а” Р, — 

ИР, , функ 2. ели же положнть: И и, 
то оно обратится въ слфлующее: 
8 Р,РЬ,..., Р, 

(6) и Ури Ари" Э...--Р_.и--Р, н=0, 
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— линейное же, кажь и (а), но низшего порядка, & именно (и—1)-го. 

Допуетнмъ, 110 ВЪ ПОЯНЫЙ интеграль его постеянныя произволь- 

ННЯ ВХОДЯТЬ линейнымь образомъ, т. в. ивтеграль этотъ пыбеть ВИДЪ: 

<) иЕОж--бщ-...-- би; 

тогда: 

а [наз =0, { м, аз -+ 0, [ч. аа... 0, [и 4, 

у @2-- би ща... бр ти (в, 6%. И 

Если положиуь: 

бат че, Ги, бенес,...,[, „ЧН, 8 и—1 #— 'и—1? 

п обозначинь сушну: С, 0,5 Ос, +... 0,6, (Чивло по- 
етоянное, но произвольное) чрезь С„, то 

У=Оби + бу -н.. Не, + 0,91. 

Отеюда видизь, что, при сдфланномь допущен, и въ натереть 
‘уравнентя 9-го порядка постоянныя проязвольняя ВхОДЯТЪ также ли- 

нейнымь образомь. 

Сажо собою разумвется, что, предетавяяя яитеграль уравяешя (5) 
под видомь (с), мы не допуонаехь между фувющини м, %;,... 1, 

линейной зависимости; лъ противномь случаф патеграяъ быаъ-бн 
не полнымъ. Подобной завпонности пёеь и между функщуяни” 
Я, 9: 5...) 0, Я 9 ПОТОЯТ ЧТО ебли допустить повафд- 
НЮЮ, Т.е. ПОЯОЖИТЬ: 

общ у... а, и -Н 4, И =0, 

то, по вокращени на у, и дифференцировант, получили-бы: 

аще ща =0, 

—яннейную завлевмость нежду #,, м... 4, 

положеню, 

Линейныя уравненя съ-постоянными нозффищентаии, 

559. Если воэффищенты линейнаго уравненя 

противорёчалщую: 

(и — " и— з) „ ; оу Эа ина, у-а учу =0 
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постоянные, то легко подобрать такое значене @, при воторомъ по- 
вазалельная функщи е*” удовлетворить уравнентю. 

Полагая у==е”?, ямвехт: 

Фа аа" у’ айе"т,,..., УМ але. 

Подетавимь въ (1); получижь 

2 (о-в, 0" пнаа" “+... На, „йа, ‚а--а)=0. 

Стало-быть функщя в“ удовлетворить уравнение (1), когда въ 

ней © будетъ корнемь уравненя; 

о аа" Ин аза” “+... а, „а, “в, 

Пуеть корни отого уравненя: а, @., %,,..., @,; ОРДА: 

ааа де зе ид 
(2) у=бе' + бе" бе"... + Се” 

будеть ничеграломь уравнения (1). бели нежду ворнязи о; , 2, 6, ›-..:2, 
нтв равныхь, то мнтегражь этотъ будет полнымъ, — потому что 
тогда, раопоряжалеь количетвани О, С,,,.., С»х шы можень едф- 

дель у, у, у’,..., У" № при давномь значени 2 кавяни угодяо. 
Желая выбрель С,, 0ь,..., С, таврыи, чтобы при 2 ===, фуавщи 
9,9, у”,..., УТ Привалы ЗЕВленИЕ Уз, Урон А" о (аро- 
ИзволЬНО заданных чела), предотавыхгь сначала постолиныя троизаоль- 

, т — 
ныя С, С. С, въ вид проивведений: се се ее о 
(с, 6,,..., 2, бдуеЬ новыя постоянных произвольныя); тогда в9- 

елбднее уравнение и уравнояя, которыя получямъ изъ него дифферен- 
цированень, будуть сдВдующуя: 

оля де ти (а—2 
Ра с, Е О... нс, 6 ы 

‘ 91(8—# (2-90) ин(—2о) У=аае Не =... ва, в,е 

1—2) 12-9 аа 

1—0, 2-0 я—1 а, я не, а 
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Подставляя въ пихь 2; на изо 2, и иифя въ виду заданныя 
при этом значеня у, у’, 9... 9” ©, получим: 

и=а-Н&+а-... Не, 

ес, 6, +, На, с, 

3 Е з а бан... Нас, 

— ®— — — ба пана поззнот Те...-на,” 

Оштаотол показать, что воличества с,, 0,,..., С,, УДОВлеТВО- 
ряюция этой опетежь уравненн, примуть зозможныя и опредфленныя 
значеня. Введежь въ ураавнешл мпожители: №, А,» Лаз ++ ., Ана И 
еложиъ произведения; чогда, полагал для краткости; 

А, и А АНА = Ми, 

А Аа 2... № А, в + № = (9), 

получишь: 

Аа (в) 50, Ё (а) ны (а)... 6,8 (а). 

& (®) цыая фулкшя в (я — 1)-0й степени; вооффащенты ся 
2 Хр...) № А» № чнола пропавольныя. Выберемь эти 509ф- 
фощденты ани, чтобы корнями ‘фувещи & () были: из, ба,..., 
— ве корни фунецие 

п’ 

на Ино... а, 

(&— а.) (& —а,} @—2)... © в), 

вронв. о,. Для этого возьмемъ: 

Е) = @— в) (а—о9....(@—в,)= #2 
вв” 

Коэффищенты Е (9) яайдутся, отало-быть, двлещень ф (2) ва 

а— и, ; они будуть: 

з №, ==1 та -а, ри на, -на,,.. 
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Обозпочаял 4, соотвётетвующее такому выбору кооффищентовь, 

чрезъ А; , ином: 

довод [9], =9 ©, 
откуля: 

д 4. РН 
Я 6) авы ага 

Видииъ, что с, принииаеть возможное и воолн® ояред®ленвое 
знолене. Хоже отпоситоя и къ с;, 6,..., с, *). Стало-быть и для 
С, 0,,..., С, вовтдь нойхежь возможный и вол опредвленныя 

зналены, при которых: у, у’, у”,,.., У” о примут для =, 
данвыя значения! У) И... И. 

И так, вли между корни: 4, 
фона она +... а, _ Н На м 
ить равныхь, полным» интеграломь уравяеня (1) будеть: 

бе” ее бей... 6,67" 

Прилиры: 

а) У — 39 =0; 

корки фувеши (а =. 2а — 3): 1—3; 

уе’ бе ®” (полный интеграл»). 

ь) У’— 13 — 189 ==0; 

корни фунеши (2 — 13« —12):4, —1и—8; 

у= бе” 0.е ® + 0,6`*® (полный интеграль), 

9 0 — ЗУ 9 —6у=0; 

+) Дия опрехвлены а, мы вязи-бы: & (а) = 26, и отаао-быть множи- 
тели: А-а, лаз. №; № были-бы коэофищепты частнаго отъ дфлешя 
$) вла и, ит.д. 

`+%) Показатель степени этой пфлой Функц п 6Я ковехишенты равны со- 
отвБтетреяно показателю порядка и коэфФищентамъ разсматриваемаго диФ- 
херенщеальнаго уравненая, 
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уе + ве +. (вт + ет, 

4 аду” 20у0; 

= бе бет ОРУ 4 "УС. 

560. Въ случа, когдь между корнями $ (©) веть равные, ивте- 
траль (2) уравненя (1) будеть неполным. 

Се [73 
—= бе” ‘приводитоя къ 

#3 
Тань, при а, ==, двучлень Се 

СЕ а р 
Се"; при а; = а, == а., чрехчяень Се" о Се” -н бе 

а, 
приводится въ 06", ит. д. 

Чтобы сдьлать нитеграль полныхь въ случа двухъ равныхь вор- 
ней (©, = ®;}, допустимь сначала, что эти корни разнятся на коли- 
чество ®, п потомь будеуъ « подводить къ 0. Разоиатривая часть 
полнаго интеграла, соотвётетвующую этимь двумь корняиъ, и пода- 
ТЯ: @. =, ©, ПУБехы: 

а бы 

и 
= (6, --б--боз-- каре ч* (=) 

ое }: ее =[в-=6, (1-еоченге : 

Равпоряжаяеь постоянными произвольными С, и С», кы можемь 
сунму С.-- С п произведете С, сдфлать кекинн угодно; обозна- 
чизЬ ихъ чрезь с, и с,; тогда: 

д г 6: дыме \ 9 е Се бе" (ео ея =“ . 

Завев с, н с, новыя постоявныя лроизвольныя (ва всто прежнихь 
С, #0). 0ъ приближещень а, въ о,, & подходить въ 0; по этому 
часть полнато интеграла, соответотнующую двойному корню а, можно 
предетавить произведен:ень: 

(р-н ск)". 

Пубть теперь: о==а., в. =, +; тогда чабть интеграла, с0- 
отвётотвующая коркямь о, (двойному) п аз, будеть; 
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(сна) + бе" = =(6.-- ба 68° = 1 — 

=[6. + бе О-о а 9 ме о 

= (©. с, (6. оао 609 быт, 

в): 

(с - 6) в "= ( + ов-ней-+ Че) в”, 

или (пояалал: (С. =, (+ Обе=е, 

с, 6 и с, новня постоянкыя произвольныя. Распоряжаясь прежиныи, 
зн иожен сдёлать ихъ вакиши угодно. 

'Цодводя теперь © къ 0, к стало-бнть в, КЪ @., мы увидим, 
Что часть полного интеграла, соотвфтетвующая тройкому корню а, 
будеть: 

(с-н о - 2,2) в". 

Вообще, въ случай $ равныхь воркей (2, =, = 

соотвётотвующая ивь часть полнаго интеграла будеть: 

(С --ба--бий +... -бий Чем, 

Ву тому же результату приведутъ слдующия разсужденя. Возь- 

нех произведене 2-е“” (х постоянное, д функцйя), и станемъ искать 

чакм а и р, при воторыхь произведене удовлетворяло. -бы’ уравие- 

ню (1): 

ур” 

у (р-р) 

у’ (р-н ара") 

Ро -[ а” = 1) па т я +. Пар. ар" == 
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= [а непатлу во ое олетирй + ры са 

Подотаваяя эти выражения у, у’, /”,...›У” въ уравнене (1) п 
опираясь на равенетва: 

фона И" а, 9 

Фета" ^+т-Па а” (и) ао’ *+...--За,_ „аа, 

х а — о. 
1.2 `` 13 

ре — На & 

ие, 

получим: 

[ред -куфю-ни +... о, + 

ее 0. 1.2... № 

Ев а, крачный корень и ф (©) со спененью кратности &, 
то при оо, фуввци (а), $(а), $"(9),:. (о) обралялкя 
въ 0; въ тавомь случай посяфднону уравнению удовлетворинъ, давая 
о значение а, в функдую р подчиняя уеловтю: ® == 0, откуда 

С, 6, З 
пост. произвольных /" р=а-+- бе О -... 9 

И закь лекомов произведене, удовлетворяющее уразневтю (1), 
(въ предположен, что ©. кратный коревь Ф (©) во стененью кратяо- 

вх ® будеть: 

Фор б +... + ая ече, 

Пумьье 

а) У 4=0; 
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коревь (а? + 4, +4): — 7, двойной; 

—2® у= (0, -- ба) ев (полный нитеградь). 

в) У Ву’ну=0; 
корни (о — 27 + 1) 1 и —1, оба двойные; 

у=(6,-- бе”, )е`? (полный интеграл). 

8) о З-на" в — у’ —у==0; 

воран (©°-= Зой -+- За — 202 — За— 1); 1, одиночный 

и — 1, чезверной. 

у = (0,67 -- (0, + бе - бий-ь бя)". 

Г У 5у--у9 — 379" — 869" — 76—24, =0; 

уд (о-ва (о-в бад, 

9) 9 бе" — 9" бу; 
(--/Э)» у=(@,+ба-бе +(0,+бл--0) ви, 

561. Разохотримь теперь тоть случай, вогда функши (а) 
иботь мнимые ворни при коэффитентахь а, @., @,,..., а, вещо- 
отвенныхь. Тогда часть интеграла уравнения (1), соотвфтотвующел 

этим мнпиниь корняуь, предотавится въ мнимой фору. Введещень 
‘триговомотричевкихь фувециЕ мы херко преобразуемь вв въ веще- 
отвениую. Двйотвительно: тавоь вадуь козффищенты фуюелуя (а ве- 

щеотвенные, то нивцые корни ся будуть попарно сонряженные, и ‘воли 
нимый корень кратный, то сопряженный ему тахще кратный нов 

зою же степенью кратности. Пусть: 

&, =&-- И, в, =в— (вн воществ.); 

тогда: 

66-6" 0, ее 6, К ( с 2... в, =) 

ры [в (608 65--$ 110%) -- 0: (608 6 —& яв в) | 

52" [© = 6) ив = (6, — Сун. 
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ЗВведенъ новыя постоянных произвольныя, полагая; 

Об, =, (@—6б4=4%; 

тогда часть интеграла, соотвфтетвующал двумь сопряженнымь нии- 
иниъ ворнянь а+ М иа-—61, предетавитея подь видом: 

9 (е, 608 65-56, 5Ш 2). 

«Если иннимй корень ан: двойной, то и сопряженный ему а— 67 

двоНной; тогда, полагая: 

ов==а, =а-н®, а, == и, =а-— М, 

получияь; 

я ах ео ооо б оное №] 

Зы [+в (08 фх--ё 8 62) (Су-+- 0,2) (08 55-981 5) | 

=" [в--о-«6 +6 вв в (о-ва бу] ван; 

а положеняни: 

О-о | (в — ба 

{0.—б= 

‘1 › бы, @з и с; позыя 
вост. произвольный / * 

ОО, =6 

зы обратимь послёдиее выражен! въ слваующее: 

Гы [< +6:2) 03 5-6) п 3]. 

Также докажетея, т часть полкаго интеграла, отвфчающая 
тройвыиь инихыиь корняиь а-= № к я— 4, будеть: 

26, —- (,2-- (9) в03 6 -- (0, + О;в-н (, ай) эт | 

и вообще вратнымь ивиянуъ ворвяяь а ва — $5 с степенью 
пратностя #: . 

в, -н баб... 0) из 

‚ + в.) эт 5. = (д. бде-бияй- 
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Примры: 

8) У+9=0; 

корни (07 -+- 9): я — 8; 

У —= С, 03 За-- 0% вш 3% (полный интеграл). 

у бу=0; 

корни (7 — 2% +:5): 15 %н1— 9% 

у=е"(С, в08 2% 0, зп 22) (полный интограль). 

о учи =0; 
У=е “С, + В, изе-+ С, 1 2). 

9 ману 0; 

9 = (0, -+ 0,4) в08 # + (0з-= 0,%) ва 2. 

у 4+1 — Пу +9 =0; 

= @,- С из ё УЗ -+ (0-50, ваз У]. 

о ав у=0; 

ду; =У5 Е - 
уе с-ебиьебье 8 --0:е 1 був бт? 

о мб 18-390; 

у=0,--Сьа--0, 052 У8--0, т 23-е (0; 008 8-0, вв 22). 

Линейныя уравнешя съ перенфнными хоэффищентани. 

562. Изь уравнеш! съ перемфянымя коэффицентони раземот- 
рииъ одно, вида: 

(льна, (ан Ч Эа (аа у 9+... 

... на, (а- бу’ а Ш (д--Бу--ау=0. и 

Чтобы нропитегрировать его, положниь: 

у= (2+0), 
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п станем пекать тЪ значения ©, при которыхь эта функшя удовле- 

творить уравиенш. Дифферепцируя ве, получимъ: 

у ==а0 (ай +9)“ * 

у’ а (#1) (ав-н 6 * 

)е— у'— Ча (&—1)(@— 2) (2-55 

39 — та (а — 1){&— 3)... (&—п--1) (ав). 

Подотавнхь эти выражешя у, у’, У,..., У вЪ данное уравне- 
316; получниь; 

в—1 (аз ['а(а—Т)...(а-п- на" 1 (е—1)...(а—п-- 8)... 

еб — Па ааа, ]=0. 

Отеюдь видииь, что фунышя (2 -= 5)° удовлетворить данному 

уравнению, если © будеть корнозь уравпеня: 

ата Це-—1).(а-п- р-на). в 0) ... 

„на, ав--а,=0. 

Это уравнен!е 42-0 отопени; пуеть сто корни: 2, @.,..., @,. 

Воли яфтЪ между лими фавныхь, то полный инлеграль хапнато 
уравневя будетъ: 

У= С, (ав буа+ 6, (вену... 50, (ав-- 

Зъ случа равенства двухъ корпей о. и @,, чаеть полнаго илте- 
трала, ииъ сооувфтохвующая, приметь видъ: 

(ар-- 5) [С + О Цая 3]; 

ВЪ спуча$ равенства трохь корней с, ; п а: 

(а-ые [6 —= @Каз-- в) + д, (Каз-- 5] . 
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п вообще въ случа ривенетва А корней ©, ма, .,, 

(т--8)[0,-- 6 Каз-- 5+0, (Нав-- у.е ДЦаз- 8), 

Часть полнаго интеграла, соотвётетвующая пер инаныхь сопря- 

женныхь корпей у н 7—8, можеть бить преобразована, въ слё- 
дующее выражен: 

(ае-- у [о, 603 (В {аз-н-5)) = Суящ (ВКае -= 8) | , 

а ниныхь крачныхь со степенью вралности Е 

(а--5 { [с--бдбль-ч-бо цао) 

[бб ацоену.- бааоу в (9Цае-) }. 

Эти завлюченя легко получить, если функцию (а -+ 5)* пред- 

зтевыть под видонь: 6'02 6), тогда, венлаясь прямо на резуль- 
талы, получелные въ п° п? 5601561, ны увидимъ, что, для полученя 
результатов въ разолатриваемозиь случай, потребуется въ прежнихь 
ва хВото 2 поставить $ (и +-5). 

Друида пиемь интецироваийя. ТЕреобразувиь данное уравнен!е 
въ линейное же, но еъ постолиными козффидлентами. Для этого вве- 

дель вовую неремфивую незавнениую #, связывая ее съ прежнею урав- 
вещень: 

ах +=; 

отл: 

(ву =ау,, 

(во), 

(ау =" Зуи 3у,), пт. д. 

Примпры: 

8) (8-- Ту’ — 2 (8+ Пу-ну=0. 
26* 
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Первый уемз рпиценя: 

у—=(2а--1), у==8а(-н1)" *, у’==4е(о— 1) (2% 1) *; 

данное уравнен!е приводится въ: (22 -н 1)" (4 — Ва + 1)=0; 

2 23—13 
н—; корни функц (40 —ба-+ 1): 

2+у8 2 

полный ивтетраль: у= ©, (5-1) + 0, (99-1) 

Второй шлемы 

Э-ьтене,, (Ва--Пу,=у,, ба-- Пу "9; 

уравнен!е приводлтся въ: 4у’—Ву,--у==0; 

2+8, 218, 

полный интеграл: у=Се +06 * , ван 

2+8 3—5 

у=0 (8-1) * +421 * 

5) ву’ --ву — ву + 2у=0; 

у= ба-н ой “. 

О) ау" зу 9=0; 

=, + би 6,09. 

8) #—1 у" — Зв— Пу =0; 

= (и— 0 [@ оз Це— 1 - От — 1]. 

Унотребимь друме иемы для интетрироваяия уревнен! (5) х (6), 
Одинъ изъ частныхь иптегралювъ уравнени: 

ау" у" — Э/ -- 39 =0 6) 

веть: у; это очевидно. Полный итеграль его предетавииь подъ 
ВидолЬ У==22; тогда 

уе, УВ ка", В: в". 
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Подставляя это въ уравнение (5), получишь для опредфлешя 2 
`уравпене 

а" и" == 0, наи: де" 48" -=0, 

которое положешель 2” и приводится въ уравненно перваго по- 
фядка: 

зи’-г 4и =0. 

[ 
Полный ннтегралъ послёднято: и == по этому: 

“би С в а, Иа, = а 4-6», 

уефа“. (8 обозначено чрезъ в 

Уравнеше (6): Фу’ зу —у==0 ишфеть одним изъ чаот- 
выЫхЪ нитеграловь такие: уе. Предотавляя полный ивтеграль подь 
ввдоль; у-= же, мы пуиведемь уравиене нъ олдующему: 

да” Зай" нах = 0, пли: 28” + За" --г=0, 

& последнее положешемь 2’==ё къ уравнению втораго порядка: 

+ += 0. 

Трехалень ай’ + Ваё = воть проваводная двучлена а? 26, 
по этому: 

(Е) =0, отвуды 

яр я = 0, или: а --ф== (0) = 5. 

Посябдиее уравнов!е даотъ: 

я — Ош-- О, =“, 

отало-быть: 

С++ 6 с 
7 ы — 08-4, 

у=е Го, #}--а- |. ( обозначено чрезъ в) 
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ипейцыя уравнелёт съ посябдишит члепомь. 

563. Линейное уравнене ор посибдяниь членомь имфегъ вид: 

© Хи А-а, 9"+Х, Ху =Х,, 

2х, хХ,Х,,.... Х,_„› Х, фунащи 2 пли постоянныя числа. 

Пумь: 

6 УС %-=....- 0, 8, 

полный интограль линеннато уравнешя того же порядка п съ быт же 

коэффищентазии, но безъ посдёдняго члена, т, ©. полный ритеграль 
уравнения: 

ее их, ух, ду+Хну-0. 
Зазвнимь въ неиь колвчевтва С., С, Оу,,..,С, такиии функ- 

щями, чтобы отъ обратилоя зъ полный питеграхь уравновал (а). Таль 
ЕВЫЪ КВШЪ ЭТВХЪ БОЗИЧОСТВЬ ОЧбТОЛЬ и, ТО МЫ МОЖеМЬ ПОДЧИНИТЬ ПХЪ 
в— 1 произвольнайгь усяовжиь, в и-ое усломе опредёхить танъ, 
чтобы (6) удовлетворяло (а). Дифференцирул ($), считал С, ‚О. Са... О, 
фунешщиыт х, получпиь: 

УЕ... --б ибн. буи,, 

Подчинниь С, С,,..., О, уеловю: 

0 би... 0 = 
орда: _.- 

й ’ 
У=би-Ои +... + 6,9, 

Дифференлеруя поелёднее уравнеме, и подчиняя при этомъ 
С, (,,..., б, еще условию: 

2 Чижа... «б/у =0, 
"получимь: 

„_ й и " 
Иа би +. би. 
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Лифференцируя далфе, полагая посл 

послвдовалельно: 

вдаго дифферевцироваяя 

(3) СО... +09" =0 

(и—1) СЫ И, бу 

получеиь: 
т 

у — 6, 

оу" Абу и... еб” 
99-0 9-0, у.о --О 9+... 

,@—п от". 

оли-бы, при уеломяхь: (1), (2),...,® — 1), я вуза 
Со оо... -- био раввялась 0, — воли- 
чества 0, С,..., С, были-бы постоянными, — и тотдв ($) удовяе- 
творяло-бы уравнению (с), но не (а). Отело-быть поелЪдняя сумыа, при 

прияятыхь я —- 1 улошяхь, разнится оть 0. Чтобы составить 9-06 

увлове, при которомь, выботв еъ принятыми, (6) удовлетворлло-бы 

уравнению (а), подотавияь найленвыя при условтяхь (1), (2), .., (и-— 1) 

зыразеня: у, У, У’, У” Эпу въ уравево (а); получииь: 

ОХ ОХ Я. ХХ, ичеХья |+ 11 

о: нь ие А ВИ 

о —\ @—в) /. . 
ов а" -ХЬ, кА 2 5, |+ 

ре и , — Оу... бу" ПХ. 
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Функщи у.) У...) У,-оЧаетные нвтегралы уравиеня (6); ло 

этому: 
— С 

Ион. -ЫХ, 9-Х, у ==0 

ых, и О. ХХ, =0 

о. и , И... Ха Ху, = 0. 
Следовательно и-08 610318 будеть: 

у #0 ие — 
О бут. бр 9 Х,. 

И такъ (6) удовлетворить уравнентю (а), вели фунешия Су, 0,,..., С. 
удовлетворяють сабдующииь % уравненямь: 

Сиб ин... 0,9, =0, 

Г би... 6,9 =0, 

(9) бр"... Су" =0, 

ве с) в С О-о" Э-... бу 0, 

ге р Ш бе О-о" Эн... буи. 

Этн уравнешя — первой стелени отновлтельно производныхь: 
0,, 6,,..., (у. Пубть овЪ дають: 

С’=®), С’ ==,(8),...., =.) 
отв: 

Че 4, = ,...., 0, = ры. 
Если поелВдн!е интегралы равны суммам: 

ф-но, Бе -не,. Ф-ко, (аи) пост. промавольн. 
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то полный ннтеграль уравнешя (4) будет: 

= [8 фа -- [6 @ ны... [6 ® у, 

Нин: 

(е) у=ФФнниноьи +... +, 

т: о=и Фи @-... чу 6 ®). 

И тавь: чтобы получить поллый ннтеграль уравлевя (а), отвл- 

нежъ въ ном послЬдЕ членъ и проннтегрируемь полученное уравяе- 
116 (©); м@хь примемъ найденный результать (5) за пнтегражь урав- 

иввзя (а), ® для бпредфлешя фуниц: С, С.,..., С, продифферен- 

цируемь его #2 разъ, приравнавая при этошь сушу членовь, содер- 
жащихь 0, (,,..., О,, полю послв каадато изъ перзыхь п — 1 

днфференцирова:й и функщи Х, посяв ®-го дифференкированя. 
Тавииь образомь составатея спетема уравненй (0), которая и при- 

ведеть къ О, О,,..., О,. 

Проще снотему (9) можно составить тавъ: продифференнировать 

{5) п разъ, считая поетоялныит, при первомь дифференцирования 

авно входяпиИ #, а при остальныхь: С’, (,,..., С’; позомь нер- 

вые *-— 1 результаховъ приравнять 0, а поелёдий -— функщи Х,. 

Примпры: 

а} нуну 

у=(@-б ще; 

(ба Е “=о0 (0/5 =0 

{О-о ве те тва | -0/--0/- Оу ода вова, 

СУ == сз, 0’ = — 108% 

б=- 7 ве 6) п #— (3—6) 805 2-5, 

= {4908 5 в = (2—2) ти 2940392 6,; 

== [с -нс 8 49 15-й — из] е ®. 

5) у 108 
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у = 0, 3 #-= 0, 51; 

С’ вв а-- С’ зта=0 | 9’ = вое 

— бита бр вва Су == 009 2; 

605? 
о в, == — [затей = ., 

__ а __ сие 0, = [оз А + 6, 

_ вод-нязще . . 
у” +6 58 -- си. 

031 лень 55? можно веЛЮчиТЬ въ ©, 608; п потому: 

— яна у= в зд -н о, ща. 

<} В у 2+ 46+ 1; 

иене == 49 = Гы + бе" Се”. 

8 ен @-- ПУ—у=29%; 

у=сш+1-- 09а”; 

и ВА 2 | е-- > 

9 белу оащечни |; В 

С дар а 
Н 2+ я 2 -а, 

= [ив =— а, 

уе неее шт 

те —1 1 от В Ци 

т ы : ; 6 -. 
Откидывая членъ ен’ ЕВЕЪ заключающийся ВЪ 1 полу. 

ЗИИЪ; 
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уе нео. 

Можно еще прибавыть членъ ел, хакь заклочеющиЮя Въ 

с, (#1); том 

28а 
Эт з у=а, (#1) — 2(#-- +1. 

564. Уравнен!е (6) показываеть, что полный нитеграль линей- 
нато урлвнешя съ посядиниь членомь (уравненуя (2)} можно получить 

паъ полнаго интеграль уравнемя безъ поспёдняго члена (уразнена 
(6)} трезъ прибавлене въ нему функян © (2), т, в. одного лаъ част- 

нихь интеграловь уревяеши (0). Впрочвнь и. независимо отъ (6) мож- 
хо подчвердить это ольдующимь разсужденщень. Пусть одинъь изъ 
чаотвыхь интеграловь уревнены (@) есть: у == ф (®), & полный: 
у=ф(а)--2. Подафвляя тотЪ п другой въ уравнене (а), получи: 

( ох... -х, уф--х,фФ-Х,, 

о пох [и +... 

ых, [+ @-#] -х, [$6 )+ == Хх. 

Зычитание (©) изъ (8) приведет къ уравнению: 

Хао н.... +Х, 5 Х,8==0, а 

—зивебнону, съ трын же коэффищептани, как и въ травненит (а), но 
безъ послёдяято члена. 

И такъ: если одннъ изъ частныхь интеграловъ уравнева (а) есть: 

=), 
& полный интеграль уравнения (с) воть: 

у бу--б, +... бу, 

то полный интеграть уравнения (а} будеть: 

у=®ф-би- оби... + (а, *). 

+} Какой пзъ частвыхъ ннтеграловъ поставить на мёотВ Фунзци $(а), — 
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Частный рёшеня во многихь случалхь находятея легко ло епо- 
06у неопредфленныхь коэффищентовь; напрнывръ эъ случалхь, когда 
коэффищения уравневя постоянные, & посл члекъ есть ндн 
дфдая фунищя 2, пяп показательная вида са“, изн тригононетри- 
ческая вида: 9005 а -- Оз Вх, п проч. 

Прилтри: 

а) у —— 2; 

уе в -уе-ыб | у’= бод 28 

у’ = Зо? + 28+ т "= бы, 

у" у = За -ы Зв = у -- ба? —8#— 2; 

— 1] Фе 30, =1 &=5 

3 { Зостаетея \. Е По (ложным); 
} 

9 927—944 . й 

у ав - 2-0, --Сувоза-+-Оузтие (полный интеграль). 

ь) у’ — у + Зу= а 32; 

у=аз 32 -н В 008 =, 

= За вов 8х — ЗВаш За, у" Эа. т 35— 98 в05 82, 

у’ —4/+3у=0 28—60) вт 32—(68--1 2%.) в08 84-2 зт 89 

128 —ба=8 | 63—39 =1] а т 

69-1200 | В+2в=0 } =; 

это безразлично, — потому что разности между частными интегралами могуть 
быть визючены въ члелы сумы С, у; + Сь у =... .- лун» 
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2 с03 7—5 За 
(частный интеграл), 15 

озеру Ом п А 0,6? +. О" (полный вичегрол). 

© уф Зу=нне ®; 

у==ад-н В 167 

= 
--0, 67-0, 2+-0,6 “? (полный интегралу). 

4 ужи -е м — 685; 

= и совы «С. 

( позвый аныть) 
8) У -у-=и34 (принфрь 6 п? 563). 

о Функц ов а-+-В 008 2 не удовлетворить уравненю, вавовы- бы 
ви-были козффициенты хи 8, — потому что ока завлючаетея, какъ 
частный случай, въ полномь питограяь уравнешя: /’-ну==0; по 
этому, каковы-бы ни были ® п В, она обратить сумиу у” -= у вз 0, 
5 но $ 603 2. Чтобы найти однавоже чаетеый иктеграяъь даняаго 
уравненл, ве испытывал функшй другой формы, ему удовлетво- 

ряющихь, мы вибото даннаго уравнешя возъмень травяене явокольно 
общие, а нменно: 

(6) уу 008 а, 
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п сотаномь поваль интограль поелфдняго; а затвуь подведенемь © 
къ 1-06 порейдемь и къ питегрелу даннаго уравнения, 

= 4608 8 -Н В 91 ах, 

уУ=— ваз а2-- 08 003 ах, у’=— 0% 08 4-Я П 9, 

у-ну= (1 — 47) х важ (1—0) 8 чи ах == 0395; 

(-Фа=т } а=ь, 

а-Фв=о | 8=0. 

Полный ончеграль уравнения (2): 

05 ад 
`` 

—= 0, из5-н О, зша. 

Его можно представить п подь водомь: 

603 ах — с08 5 
1— — Чизз-- Сша; у 

(прибавленный членъ — а завлючается въ (0, 6032) 

Теперь, подводя @ въ 1 в переходя въ предфлу, получимь: ‚ й 
085—008 __ (ава са. в 

пред. ( тт р —^5—; по этому полный ин- 

теграль уравневшл у’ у—0052 будеть: 

азша 
= 3 &-- бу <. 8 

БЫ уу бу Зе. 

Функщя а6 *”, будучи подогавлена въ трехчлень у’-+-Бу-+-ву 
на вето у, обратить его въ 0 при зоявомь а (пост.), и отало-быть 

10 ножегь служить данному уравненю частнымь интеграломъ, г 6у- 
деть питегралоль уравнены: у’--бу’-+ 6у==0. Вибето даннаго. 
возьшезь уравиене: 

(г) у’ Бу -- бу 367", 

зайдень ого интеграль, п зам" подведенемь @ въ — 2 перойдемь 
и къ нитогралу даннаго уравневмя. 
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== 006", у’ = ве"; 

У’-ыбу- 69 = (@- ба- 6) ве" — 3677, 

(@ баб) а= 

30% 
У аа м 

Это— полный интограль уразненя (7”); это можно предотавить 
п такь 

ее 1) —= — бе т. 
Я — ева 0"; 

—) (прибавленный чденъ ее занлютаетея въ Оле 

Подводя @ въ — 3, получниь: 

по этолу полный дитеграль дапнаго уравненйя будетъ: 

и: за. у Зе “7 бе бе °®. 

СОВОКУППЫХ ДИФФЕРЕНЩАЛЬНЫЙЯ УРАВНЕНИЯ, 

565. Пусть въ совонупности % дифференщальныхь уравнений: 

не гие 
Ча Ш’, №. И. В, щ,щьч,.. 

м и щьщ, ,. 

" 
а м нее ММ 

д — пережёнивя независамая, 1, , 2%,,...,#,-Фунеце отой перонби- 
ОЙ, м, 4... и, — ПЕрВЫй НХЪ ПрОнЗВОДНЫХ 10 2, 4, нь," 
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— вторыя производных, п т. д. Пронитегуировать эти уравнейл зна- 
чить найел фуякдиг 4, %,...%,›, ШЪ удовяетворяющия, дррнии 
словажи найти # удовчетвориющихь нь, зравновий, дозотающрхь 
вм, содер производиыхь №4/,14”,..., И’, 
Ин, чз И _ 
ли невомыхь фуньциЕ дв: у и 2, то и уравиен\ два; они вида: 

и, О | 
в 29) =0 } 

Эти уравиеня воетда можно предегавить тавъ, чтобы высшая 
провзводная у была въ однохь изъ ныхъ, ь высшая производная 2 — 
въ друронъ. 

Допубтпыь сначала, что 065 высшия производиня находятся въ 
одномь уравнеши, напр. въ перволь (зи, >>); тогда, выражая изъ 
втораго #0 въ зависимосеи отъ 2,9, У, У",... 9/9, 2,2, 8", 2, 
п диффоренцируя потомь полученное #— 7 разъ, зажвнаяя ное каж- 
даго дифференцировавя производную =’ равыниь ей выраженез, 
получпыь такого вида травневуи: 

Не, у, у,” . 

ФУ," УТ, 

фе, а, 
а р ь 9,9", и") 
2-2) он +2 он т 

а фу, Ув, ",. 

С ря ин —4 им #— 
О, У"... М), 

Подетавляя эти пронзводныя въ иервое изъ уравнены (@), мы 
приведемъ его къ виду: 

и и + 
Е, У. У, ви, ) == 0, 

ТАБ: р == при т 2 п--Ё — 1, р=и-нй— р ари и я--й-. 

Сльдовательно (} можно замьниеь сововусноетыо: 
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Е, а, 0] 

ош и у, м, ва, и,..., 0] 
ВЪ Которой высшая производная у—вЪ первомь уравневи, а выешая 
производная 2 — во второуь. 

Сунша указалелей порядков этихь производныхь равна Фольшей 

изъ двухь суюнь и [ив -- в, маи эти суммы различян, и одной 
изъ нихъ, воли онё одонакони: 

р-р 1, кода три-нЁ — |, пли [ри В; 

р--раи-- 1-1 =и-Н, когда ти--—, литий. 

Пувть теперь: # > и, а ==; тогда, выражал #0 изъ втораго 

уравненя совокувности (а) н подетавлля зъ первое, мы зазфнили-бы 
{@) совокупностью; 

р т р г. Аб, и, О] 
в т м о . оу, У, ви... 90} 

чотка высшая производная у будеть въ первожь ураввени, а высшая 

производная #— во второмь, и суша указателей порядков этихъ 
производныхь равна, = {, — большей изъ сулиь: и пя, 

Навонець, елни-=и к #=1, то, зыращая #® изъ вторато 
уравненя сововулности (2) и подетавляя въ первое, а также у”) изъ 
первато и подетавляя во второе, мы приведемь (а) въ енотем 
урявионтИ видя: 

в, О 
| ФЕИ, У"... У", в, 

гдф высшая производная у — въ первомъ уравнейь & зысмпая про- 
изводная 2 — во второзь, и сума указателей порядковъ ихъ равна 
т 2. 

Слотему 

ГИУ", 62,8", 2) =0 } 
р 

Фу, др ео | 
1. 27 
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подобными преобразовавтяки мы привезл-бы къ слотем$: 

Гаев) О | 

| ежу, во | 
Ели въ снотем: 

| БУ, 57,2", 5", 29) =0 | 

{ ошьуу ао |- 

Зь той и другой высшия производных у и въ разныхь уравне- 
зВяхъ, а сума указателей пхь порадкомъ есть 6, — большая лзЪ 
двухъ суимь: 8-2 и - 4. 

566, Преднолагая въ совокуиности уравнешй (а) > и 7>Ё, 
зыразиать пзъ порваго у”, ® изъ вторахо 2%, п будемь розультаты 
дифференцировать, зашёняя велю разъ 9”) я 2 найденныин рав- 

ними шгь вырлжевяхо; получинь уравлоня вида: 

3) — ‚. ии (т—т) ин 4 
О, ИО, 

1) ,, и #:— 1 4—1 
Е У, 0:9 О, мч) 

А-НЕ яи—1) га 1—1 ое, "В, а, 1,2", В) 
4) ин тт ро т и 
В (9, вв", М) 
ии?) гой чип) ий &— и 
И, 
24 ЩЕ ут 1 г 0) 
О а, У, в, ",,,., О) 

ит.д. 

Предполагая. фунвщи у, 9’, у”,..., 2, 2’2”,... сплощаваии около 
&—=2,, обозвачииь значения ихъ при 2 = 2 чрозЪ У 900”, 
2,2.2’,..., И раввернень у и 2 въ строки по отепепяюь 2 — 

. е- 5" 9 
у=щ-н @—ж) уу в ав” 

Е 
1.2 * 1.3.3 ка 

аа (@— а, = "--.... 
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Употребляя теперь разсужденя, подобныя приводеннымь въ 
1? 516, мы увидимъ, что фунещи: 

( р : ИИ 
у од у и 

т ыы Е #-4-2 

12. п т. ОР „бока Вз—— -- 

7 и р 9—5 
2 -н (1—3) + та ть 0 

а В а 
12...10 12. 70 12. 8 >> 

въ когорыхь: . 

„ ав— {— 
авы, ве) 
__ р (29 иги 2—1 

Чо = В» Фо бо о об 90 Ян.) 
__ грн — а 

РЕФ, 9,9," В, 2 в, в. 6) 
_ ии Е ми 

Ч. =, У И," Пу в, 5 в. ТО) 
ВИ и "0 я 
офи У ое об во... 

и и ри 
ФЕ, Ио "2 00”, а 5, в, 

ит. д., 

р "1 ини и Ве би О Чиа ПООТОЯН- 
ный, по произвольныя, — удовлетворять уравненямь (а); отало-быть 
©н$ слуволь ритегралами уравненыегь (4). Иязтеграловь этихь 663 

численное уножество, — потому что нозтоянныхь произвольныиь, #9- 
зорыхь очётонь № 2, можно приписывать вавыя угодно значения. 
Волфе и» —+- { постоянныхь пропзвольныхь ие можеть быть въ инзе- 
тралахь, и вов формы нитетраловъ 9ъ р-р постоянвыми произволь- 
выии приводятся къ однфать и тВиЪ же. 

Вообще нияегралы светены (а) выражаются удовлетворяющими 

этой снстекв двуна уравноныхя вида: 

2, 9,5, 0,6, 0... „0„)==0 
№ (,3.2, 0,0, 0,. 0, 

57% 
‚Оы = 
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въ которыхь 0, 0.,..., С». — постоянны произвольныя. Ихъ 
пазывають полными, волн постоянными произвольными можно раопо- 
ряднтьоя такь, чтобы при # ==, значення у, у...) У, 
2,7,2”,..., 2 В были проазвольныыи. При опредфяенныхь зпа- 
ченяхь (;, (,,..., Омь, интегралы назыпають частными. Воть 

системы, ныивощя и особенные витегралы, не зазлючающеся въ поя- 
ныхь, кавъ частные случаи. 

567. Одну изъ нензвЪотныхь фуньщи оъ ея производинии въ 
систенв уравнеши: 

(1) Роу, ,.. В) 0 (= и „ ' 
(2) оу, я", и, ”,...88) =0 \1>8 

можно новлючить, и привести такимь обравомь инеегрирован!е оие- 
хены въ интогрированно одкото уравнешя, содержащато перемвиную 
нозавиениую и одну изъ исвомыхь функщи еъ ея производными. Для 
этого продифференцируежь (1) ? разъ, а (2)  разъ; подучниь &  { 

уравнен! вида: 

аси (т--Е и ” (А. 

ая, ",.. 2) =0 
/ (9+2 й О БВ, г", И) 0 

и 1 2’ &--1 
и, в", 08) 0 

аи 1 ие т 
ФУ, в, ",.. ‚89 =0 

и (и-- р Ня 
Фи ТА, ви, в,.. 9) = 0 

ов ++) Г -@--А 
ФА, У", А, вв", тт) 0, 

въ воторыхь выещая производная у порядка 2и--2, & зысшал произ- 
водная 2 порядка &--2. Исключиыь изъ этихь ураввеши н уравнени 



— 491 — 

{1) п (2) (веого, огало-быть, изъ = 7-8 уравнени) #--1-НТ #о- 
ПИЧФОТВЫ 2,24”, ., 88; тогдь получниь уравненге вида: 

Е У... , о) =0, 
но содержащее ни 2, ни производныхь 2. Уравнен!е это порядка 1; 
пусть полный натеграль его: 

(8) 5 С, 0, С... бирж. 

Теперь чтобы получить другую функцию, а именно 2, беремъ 
&--1 уравнений: 

=0, 1=0, &=0,...., р. =0, 

$=0, $ =0, +=0,...., р. =0. 
Въ нихь выешил производния: у —В и 2—9. Выключниь 

аъ нихь + #1 производинхь: 2), 2”,..., Р-Р; подучимь 
уравнен!е вяда: 

Ее 9, У, 9", = 0. 

Ирасоедвняя къ вему уравнове (3) и ®--?— 1 уравиенй, 
получаемыхь поелфдовалельнымь дифференцировавемь (3), будень 
нибоь в6его 2 = {-- 1 уравнений: 

Е фу У... 1908) =0 

у @, у, С, бь.... бд =0 

$. (2, 9,9), Ол, 0ь,..., Сы) =0 

$ ®,у,у”, 0,,0,,..., С. =0 

фа, В, 0...) бд =0. 

Внключая изъ нихь р -- ? фунещии у, У, у"... У, 
получниь уравиев!е вида: 

(4) 9 (©, 2, С, 0, 0,,.... бы) =0, 
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которое будет другиь интетреломь совокулностя уравненй (1) п (2). 
Тевииь образоль полне интегралы уравнений (1) х (2) будуть (3) 
и (4). Изь няхъ (8) ищотел дифферспцированемь, поключенень п 

интегрированемь, & (4) только дифференцировавень и иеключенеи. 

568. Систену дифференцальныхь уравнешй лерваго порядна въ 

общемь вид можно предетяветь совокупностью слбующихь хе урав- 
пеши: 

оч, щ, щи) =0 
, й ‚ 

В м, Ш о оиь и) =0 

Если разрышить эти ураввеня отпосптезьно производныхь: 
и... И, п ЗАИЬ Выраженя производиыхь привесть къ 
общему знаменателю, то они иринуть видъ: 

._Й й 0, 0, ° ’ И, 
М, ЩЕ, Ш, =, 

пли: 
ао __ ав __ Ч _ аи аа 
ыы =, 

118 Х, 0, 0,, 0,,..., 0, фин, м, и, в... и, 

х о, Ч... 3), 0, 26, (2, Ш, в... 1), 

0,6, зи, Ш... ин),..., О.Е...) 

Тажь для двух уравнеый первого порядкв съ двумя функции 

уна нифли-бг:. 

ву =0]  [Ефуу=0] 
, или: . 

орон ыыы], 
® по разрытенщи относнчельно у’ и 2’: 

о Ци в _ а 
У = х, 1: ху, 
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тв Х, Ун 2— фувьши я, укх 

Х==0(0,у,8). Т== а. у,2), = (5,9, 2). 

569. система сововупныхь уравнемй высшаго порядка приводитея 

КЪ систенё уравненй перваго порядка. Обозначая въ систем: 

Ге то] (=) 
оу, в...) 0| 1 

пропзводния у’, у”,..., ре 1 соотватетвенно чрезъ и, на Аз 
в Пролзводных &', 2”)... Чрез Ф, 0,,..., 9,1, ин при- 
ведешь ее къ слфдующей опстем де + $ зравшен! перваго порядка: 

Горн, м,... 
Фу и, и.,.. 

Уи, и, 
‚ , 

# ®;, 9, 

ели изъ этихь уравневй первое и второе дають: и, 
9,57 (Ол фупьи 2,9, 2,6 М. Ин 
10 послфднюю снотему можно предбтавить подъ видоуъ: 

бу __ аи _@ь дить ат 
==... Е 

а __ а _ 4 а 

Линейныя уравнен/я перваго порядка. 

510, совонупнымъ уравнентанъ перваго порядка съ двумя исномыии 
фунишями у и 2, линейнымь относительно этихъ функшй и ихъ производ - 

НЫХЪ, МОЖНО ДАТЬ ВЯДЪ: 

Гу Ру-- = | 
а) , { 

|+ ру фЕ=х,} 

182, 0,Х, Р,, 9, п Х, — давввя фуввщи ©. Чтобы прольтегриро- 
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звать пхъ, введемь во второе уравнев!е произвольный множятель 11, 
х произвецен!е сложижь оъ порвымь; получииь: 

у’ (Р-- тР)} у-+ (9-10) г=Х-+юх,. 

Положим теперь: 

{2} у-- та= и, 

откуда: уни ==и’ — а; това: 

и та-н (Р--тР,) и— та) + (9-10) 2=Х--тх,, 

ноля: 

и—[т-+-В. ий (Р- 9) т- 9] е+(Р--тР,) и=Х--тХх,. 

Подчинимь иножевтель 2ю условно: 

(3} р т-+(РЬ-9)т— 9=0; 

чогла послбднее уравнение обратится въ сябяующее: 

(4) и (Р--тР) и=Х-+юХх,, 

— яннейное отвоептельно % п’; а уножатель е найдетел изъ урав- 
чентя (8), линейваго относительно ии’, ко нелинейнаго откослтельно и. 

Нёть надобности поенать полный ннтеграль уравненл (3); доста. 

точно найти два частныхь интеграла его. Пусть частшые интегралы: 
= иж-=виа; ®. отвЬчеющия ить функции 2 путь: а и ин, 
Эти фуньшя найдемь, ивтотрируя линейным уравненл: 

и = (Р-Р) и =Х-нт Х,, 

ии-= (Р-ы т; Р,) ни =Х-ни Ху; 

& полные интегралы системы (1) будуть: ` 

. Уже, У ти. 

Въ и, на входять поетоннныя произвольныя. 

Если коэффищенты Р, 9, Р, п ©, — постолнные, то множитель 

№ МОЖНО ВЗЯТЬ ТАКЖЕ ПОбОЯЕНЫМЪ; тогда 29’ = 0, и уравнене (3) 
принеть видъ: 

В, + (Р 9) т—9=0. 
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Изъ него, кавъ уравненёя второй степени, мы п получимь два 
значеня 21. 

Въ случа равенетвь корней отото уравнешя, трехчленъ 
В + (Р— @,) в— 0 обрыщаемя въ произвелене Р; (ит, 
& уравнеше (3) въ слблующее: 

/ @ т-рР (тЩ—т}=0, мк тр В ав=0, 

откуда: 
1 

т—в, 
1 

Ра-0=0, в т, + ро- 

Въ тавомь вхучай одно зналене для из можно взять постояннымъ, 
1 

а ниенно 7, другое же: т, = ре. Перяому огвёчаеть С==ео, 
х 

второму: 0=0. 

При постоянныхь козффищентахь, въ случаВ равеногва корней 
‚уравненя: Вий + (Р—9)т — 9=0, можно употребить еще 

слБдуошй преиъ. Не защёняя 9 накакныь опредфленняниь числомь, 

проинтегрируемь уравнене (4). Пусть интеграль ого, ло звибненун въ 
НОМ 46 СУММОЮ 02, ВОТЬ: 

Ет=0 *). 

Еели-бы корпы были разные, — одинъ 2, другой тен Аж, то 
зили-бы: 

Ет) = 0 ] Би) =0 
ИЛИ: | вит) =0 | 0 [ 

Подводя Ат въ 0, и переходя въ предфлу, получвиь: 

Е (п) =0, 2 „(т) =0. 

Эти уравневя п предотазять лекомые ивтегреяи, когда въ вихЪ 
п замфаниь опродфленнымь числонь и,, — ворнежь уравненя: 
Ри (РА т—9=0. 

*) Мы ве ставим на видъ другихь перемфиныхь н постоянной прошз- 
вольной, подразумфвая ихъ въ знак® Е 



Прн диффоренцировани по 22 уравненя Е (12) = 0, посхоянаую 
произвольную, входящую зъ это уравнене, сяфдуегь считать произ- 
вольною функщею 2; по этому произзодвая постоянной произвольной 

будетъ другая постоянная произвольпал. 

Въ случаВ, когда корни уравнеюи Р, и? + (Р— 9)т—9=0 
ивниме, — избавиться оть ннимости въ интегралахь можно, упо- 
требляя извфетное преобразовяне показательныхь функщИ въ трн- 
топометрическая п вводя потонь новыя поетоянныя произвольныя, 

Приморы: 

2) ] у Зу- 32==-1 1 

| Е у 42-5 —1 р 

ут’ (9-- ту (8-5 4т): =1-=%(2>—1), (ипоет.) 

уфе =н, ут ==и, 

и’ — [(-н тт — (ЗН 4) --(-н тие 1); 

ит — 3—0, ==, ты Туи =у-чн За, и, =у—а; 

и -кми= 19951); 

бы == 6-9, ини 9а-- 9, 
а 28 _ ре вы ое, 

уфа — 6 Се 

10087 — 3405 +- 548 г —а | О о, Зее, [ © вы обовочии | 

—1 Ц — — 
2 бя ео ав се", пенье че, | 

Друой тлемь: 

Исключиие 2 и 2’ изъ двухь данныхь уравненй: 

У у -н За 1, Гу 42-52% 

я третьяго: 

у 8 = 9, 
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— результоть дифференцированя перваго; получизь: 

| Ув бу = 4 40+ 7. 

Повлдное уравноне — линейное съ постоянными коэффищентамя 

и 65 повлфинихь членомь. Полный иптеграль его: 

20082 — 840 += 548 — — 9 155 -— бе 0,6 ; 

& изъ первато даннаго уравненя: 32 == +1 — 2—9’; поэтому: 

Загаль-1 200 —68024-1088 -380=- ав 2 _ 200—340 
125 20е “— 20 195 

= — Че “--5бе “, 

. 2— т Шт в — АО Че. . 
195 5 й 

[2 О . Обовначая 5’ трезъ Су, получи: 

10052 — 840%-+- 0643 у 5 Зе о 

262? — 1602 + 207 
—_ 5 —бе 

5) уни а | 

Е у 3 =1 | 

у += --ту— (1 Зеачнт, 

у тя и, ут’ =и—т'а, 

ат’ (т += -+жи=а-м; 

аи’. (1 — 1—0, раз 0, а == 
#6? 

т тт 1-1, и =у-2, и, э+(-- а 

Ик жиня-т; 

т, 

‚ она, дет. и-Ы В == 1, и = 0”; 



22-1, ‚_ аАчаны 52+ 
5 я} И Зи 

=- 
-& ; Е: 

—@—в--бде-® 
1 ь ар - — 

9-1 Вы р 6 # 2+. (6, се". 

Друюй према: 

эл побт., м’ ==0, (и— 1=0; в==1 (двойной корекь);- 

кит, (и=у-ниг) 

м а-я —1 Шон = 
реа енир -- 98 , 

—_ ив —й-+то 
тии 5 Се . 

Дифференцируель по чт: 

#___ @ткуа-и--оийки 1) ГдО, о-в 
2 ит -и8 9% був 

. 8с 
Ставииь на убого и единицу, & о обозлалаеуь чрезъ С (ру- 

тая поетолнная произвольная): 

Эх 

4 
21° —2 2 —* у-а бе, = (0, — бе“. 

Трепий зулеми 

Исключеню 2 в 2’ изъ уравнений 

д, гу 8а=1, УФ и-ну— 

приведеть въ уравнению: 

уу 4у=3а-8, 

вотораго полный интегуалъ: 

у (а -ные 

Отыскавши у, пайдемь легко и 2: 

2 
а=Еуну виа. 
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Чтобы согласовать это рёшене съ прежде полученным, поло- 
ЖИШЬ: 0,—С1=0,, 4=0.. 

8) уу — 28 =5Ш5 | 

и уе Ё 

ут’ = (9--т)у — (2—4т) = поч ис; 

у-ы ме = и, (т по.) 

% — (1 — Эт) 2 -+ (В --туи==зще-- тя; 

й— Эта =0, т=1=5$ (корни мнимые), 

и (В --ти=зте-тх, 

ентуе нтв ее ие т 
Се = бъет аи бар и 

- (2-ти) м 5 — в03 5 С: т —_ прет — 
у-- та — 06 т Эт ^^ я" 

Въ этомь уравнеши заключаются два уравнен: въ одномъ 
в—=1-н-$, въ другомь и = 1 — $. Въ постоянной произвольной С' 
зодцественную часть можно отдёлить оть мнимой, замёняя С’ сумною 
С,-= 0,5; хоть ли при т==1 $ берень С,-= 05, то при 
т = 1 — $ слвиуеть взять О, — 5. Мы не станешь подетавлять оба, 

значення 9 въ поолфдиее уравнен!е; можно отраничиться одЕниъ изъ 
НИХЬ, И ПОТОМЪ мниное уравневе разложить на два вещественныхъ. 
Подетавляя 1-5 нь мото из и`зваеьняя С сумшою О, + С,й, по- 
лучинь: 

Ва ое ва (нда 1 
Уд (С--Оде 19° ет 

чи: 

уная (О зе бане пе вова = 

2с052—В зе 108—Т 

9 +5 — (©. 6085 — Озшае “= 

& отеюда, разлагая. уревеене Н% ДВЕ; 

теб 20—“ 32 Не ЕЕ т у-н8= (Свин Сша) е | В —-5 



2в0вж — Запах 1051 
=— — — д е-8° = (С.в0вя — Озшя)е м 

Вычитая 2 изъ у-+ 2 получниь и у въ фуащн %: 

у= КО, бумва- (6, [о о беоне = 3. 

Далой теме: 

Исключая 2 и 2’ изъ уравнений: 

У 2у — 98 = ща, г’ + у--42==5, У у — 92 -=6089, 

получияь уравнение: 

у’ бу 10 5-35 -- 4ща, 

Ботораго полный питегралъ: 

149 — 50058 3 

` 39 
= (пя аа). 

р’ у вй Знал у, найдень па пеъ гравнешя: о = ТИ 

1021 › 2008а—Вапа ‚(ве а 2 и ль убавии о 95. 
50 $9 

Чтобы зогласоваль- это уёшене съ прежде полученнымь, по- 
ложи: . 

вне, __ 65: 
5—0, р ыы 

571. Если извфстны полные интегралы. совокупности уравненй : 

| у’-- Ру-н 9:==0 } 
@ ‹ 

| у--ру--ело }, 
то изибнощень постоянныхь произзольныхь въ этихъ интегралахь нонно 
перейти и къ полнымъ интеграламъ уравненй: 

{У Ру 92=х [| 

| и--ру--9и=х, |, 
т. в. оть интегралов уравненй безь послвднихь членовь — въ ин- 
теградаль уравненйй оъ послёлияун членами, 

© 
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Пусть полные интегралы уравненй (а) сявдующе: 

левныя Фувкци 2. 
= О, + бу | (". Уи и 

=, 4+ 64, ] *) 

Принимал (с) за интегралы системы ($), и очитая поэтому О; и 
С, функшями, продифференцируень уравненл (с); получимъ: 

У=Ои + бу + бб, 
= Од’ бд + би - Оль, 

Подетаповха выражен у, 2, у’ и’ въ (6) доставить: 

0, би’-- Ву - ба) -+- = Ри бы) + Су -бь=Х 

С (а -+Ру-- 9) + бе --Рун а) О -- д =Х,; 

У» Ре 
а ==ез, ныь какъ пары: (=) и ( Ре ) служать частными интегралили 

впетень (а), то: 

у Ри 9&4=0 | и+-Ри- 9а=0 

а’ + Ру: = би =0 | и +Рь+94=0; 

п потому, чобы уравиевзя (6) были интетролами онетемы ($), колнче- 

ства О, п О, должкы удовлетворлть уравнении: 

Оли бь=Х, баб х,. 

Разришая эти уравненх отпоснтельно С\’н Су и потомь ивте- 
траруя нолученяые результаты, найдень С; и О, подъ видомь: 

*) Что они иувють такой выдъ, — въ этомъ легко удосковф рыться. Про- 
дпеоерепцируемь шервое изъ уравшенй (2), къ резудьталу присоединиыь 
уравнения (@} и искаючиль 2 и 2’; получимъ уравнев{е втораго порядка под 
Выдомь: 

0. (риа тучки 9). учу = 

Тазъ какъ это ураявен1о—зинейное относительно у, у’ ну" и безъ по- 
савщняго чнепа, 10 полный интеграль его будеть вида: у —— Су: = О,уь, 03 
куда: у" = О, у! -+ Оьуу'. Подставляя эти у пу’ въ первое изъ уравненйЙ (а), 
получиыь чз него д подъвидомь: Су2; + 0ь5. 
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б=ф@®-на, Оо=ф@ о, 

тв с, п с постоянныя пронзвольныя; олВдовалельно полные интегра- 
лы снетемы (6) будуть слблующае: 

у = у: 5 быв 9,1 (Я +), 

#= а -- в.в -= а, (2) --2:4,(@®) *). 

Примуре: 

‚ — 9 [9 ув и | . 

1 + Зу—в= 

"Найдень сначала дв спотелы частныхь иотеграловъ уравнений: 

| у-- уЕ2=0 | 

| я + Зу—#=0 | ©. 

ля этого подберетв а и @ такнит, чтобы травненяхь (8) удов- одбер 
летворяли функции: 

уе“, в в. 

пффервнцироване этихь фуньци н потомъ подетановка. въ я у, 
доставить: 

= ве" (1-е =0 

2 = аи“ (де 8— а) 670, 
открда 

+1 -а=0, а —в=0. 

Послёдия два уревненл далигь лв онотемы рен: 

"; стало-быть частными иитегралели онстемы (8) будуть: 

*) Не трудно видфть, что вели ( = @ и х е в) — поаные низогралы 
у=9 (2) оиотены (9, а (о) ) — заетные нтвграты ооотены (0), хо полные =0, 

интегралы системы (5) будуть: (: — бл в +9 @) . 2=0, 1+ 0, 23 + © (@) 
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9=е“ = * | в=—3е” } (25| 

а полвнии: 

у== бе ое | 

] д = = — Зе” - Се | 

Принимая телер» (%) за интегралы снотемы (0), для опредзлешя 

С и С, лень: 

бе бе 0, Зое ое" 56°, 

отвуда: 

де "в, 40, = 60 +в", 

В [и чо, 

С, = | (бе® + 2”) не, 

& полные интегралы дачной систены (о) будуть: 

—2= 
| по пост.) 

= пропзвольныя } 
}- 

Инае. Найдешь частные лктегралы донной едетемы (а) по вво- 

067 кеопредвленныхь коэффициентов: 

У— 46° + Ве ®, в == 0? Пе"; В 

у= А’ — Ве ©, “= 0 — Пе", 

уу = (А -- О) +16 *= 9", 

у — 2—8 .4е° + (ВВ—2Б}е *=е 7; 

24+ 0=9, р=0, 3А=0, 38—20 =1; 

и. - 28 
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Теперь остается къ этим частиыыь пнтеграламъ присоединить 
лочные интегралы снотены (8). Такамь обуазомь полные интеграля 
истек (о) будуть: 

= а —20 

у=б_ + 46” + ба (ла) 
ов \ поонавояьныя 

2 967 Ва ое "". 

512. Сказанное на счеть двухь линзйшыхь уравненй, съ двума 
фувкцыыи у м 2, можно распространить на произвольное чноло урав- 
нони. Одёлаемь это дла трехъ уравненй съ треми функшяни. Пусть 

независимая перемвиная &, искомыя функши ея: ©, унл, а данная 
вистема линейныхь уравнений: 

Раду В а=т, 

У+-Ра-+ду+Вь=Т, 
ря -+ Оу В, =Ти. 

Вь ной Р, ©, В, Т, Р, ©, В, Т,. Р., 9, Вит, — 
фунЕциг #; 9), у и г’ — производвыя по #. Чзоби пронитетраровать 
эту енотему, введемь во второе и третье вя урввнезя множители 9% 

И п олОЖнЫЪ произведения $ъ первымь, получим; 

д-ыиу--тг'--(РытРпР)ан-( Очи то, )у-- (Ват ВоВ) а= 

=Т-#Т,--яТ,. 

Затёиь, подахая: -- у ма ==, отвуща: 

й ‚ й ‚ 
ту -- ие’ = в’ —ту—п2, #=и- тупа, 

назодизиь: 

. в--(Р-тРу-п Руди [т'--кР+-тР--пР, (9-ти) у 

— [м-в (Р-- тР,--иР.)— (Вт --тВ)] 2=Т--тТ, То. 

Подчинихь нножителн р и ® усломямь: ° | 

| (Р-+-тР, -+пР,)— (9-=т®, +п0,)==0 

ил (Р-тР,-тР,) — (Е +В +иВ,) =0 
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тогда: 

и--(Р--тР, + пВ,) и=Т- ит, + ит, - 

Уравневя (5) линейныя относительно производанхь #' ия’, но 

нелинейных относительно и и я. Вели мы въ состоя найти три 

пары частныхь нитеграловъ этяхь уравнение, то вопросъ будеть рё- 
мелъ. Пусть частные интегралы: 

ет, | ра —] ит, 

=} =) ь =, ; 

тогда, обозвалал соотвётотвующя паеь Фувецит % трезъ №4, м; Ми, 
полутихь: 

‚ ш'--(Р--т, Р-н Р.) щ=Т-нт Т, +в, Ть, . 

и, + (Р--т, Р-н и, Р‚) в=Т--м. Тя. Ты, 

%-+(Р-ж, Р.+ в, В») ТТН, Та. 

Интогрировавя ваддахо изъ этихь уравней, лянейныхь отно- 
свтельно фунещи п ихь производныхь, доставить 4, и, и; неко- 
мыл же фунци 2, у п 2 найдутся изъ уравнеянй: 

антучще=и, 

вт ул. 2=и,, 

ту =щ. 

Въ случа поеюленыхь Р, 9, В, Р, 9, В,, 9, 9. я В, 
можно м множители р и ® ваять постоякными, удовхетворлющими 
уравиешлиь: 

т(РНТР, пр) — (9+ т--п9,)=0, 

в (Р--тР + тР,) — (Е--тВ--пВ)==0, 
иди: 

РатрениР, _ дюна _ ВтрьиВы 
+ чт % . 

Обозначал этп равныя между собою отвошенйя чрезъ Х, нолучимъ 
уравнения: 

эв* 
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Р-+-тР--пР, =>, 

О--п9, - 209 ,==т», 

В--мВ, +В ==п^, 

ваъ воторыхъ второе и третье даютъ: 

о-в „_ @олеве 
О-В бы, "Бы. 

& ПОДОТАВИЯЯ ЭТИ 48 п Я в первое, поль преобразовал находить: 

(РЬ-—№[®,—Ю(,—Х—9, В ]--В [9 8-98.) 

—Р, [98 —(@.—^) 81-0, 

т 

Или: 

(Р-Р 9, В-ФР ВВ, ХР 9+ 

+2 @, В+, 9 В,=0, 
—Уравнене третьей степени относпгельно Х. Око дасть три зна- 
чения Х; & соотвЪтотвенно ныь найдень и по ‘ры зналеня яр ия. 

Въ случа равныхь пли унимыхь зкаченай 2 п, преобразоватя 
подобны вышеприведенныхь. 

548. Обратныся оплть къ совокупности двухъ уравненй съ треня 
переибиными 2, уиги ихь дифференщалами, перваго порядка. и первой 

степени, Подобнтю совокупность, вакъ выше вняфли, иожно привести 
ЕЪ Ву: 

а) А ИЕ: [ Ув пе 
Х-У-в пи уне 

Предехавииь полные питегралы ея разрменяыми относительно 
постояиныхь пронзвольныхт, т. е. подь ввдомъ: 

@ (2,9) =4, (о Я л *) 

у.) =0.. 

Ивфференцируя (2), получниь: 

9 
ву 

независпыь, 

р аи 

ар ана =0, 



или, замВняя 4х, Чу и 93 количествами, имъ пропорщонаяьныни: 

вл 8) 8) р ХУ +-2 0, 

0. Хоа = 

Равонетва (4), кавъ не заключаюлуя въ 6008 Ян О,, тож- 
двотвенны, т. в. удовлетворяются вофжи значенлий г, унал. ДЪЙ- 

сивительно: хотл ух 2 — фулющи 2; но эти функщи завлючають въ 

006 количества С, п С., распоряжаяеь которыми, мы можень при 
веявомь данноиъ 2 одфлать у и 2 кавлии угодио. 

И тавв: веди уравнемя (2) предетавзяють полные интегралы 
внетехя (1), то функди р пу, подетавленныя на мбето { въ урав- 

Жене: 

мумии аи (5) Хита, 

удовлетворлють ему, т. е. обращають его въ тождество. 

Обратно оли фунвшя удовлетворяет уравненио (5), то равенство 
{— Обудеть одвнмъ изъ интеграловъ еветемы (1). Дйотвительно: 
дифферепцируя функцш {, получияъ: 

а 9 & Ч — Че зубу, 98. 

Нели же въ [ перошённыя у иг будуть такими фунещями х, 

зоторыя удовлетворлють спетемв (1), то, обозначая равныя между 
, ее у а а жи, вобою оволешя: у, зи 7 ЧрезЪ Х, будощь. инбть: 

42-Х, Чу-=ХУ, 4-5 АА, 
и потому: 

д; = (хи ин); 

» такъ канъ г удовлетворяеть (5), то Я’==0, м стазо-быть { велн- 
Чина, нобчоякная. ' 

И тавъ: волн / удовлетворяеть (5), то одниуь изъ интегралов 
‹овокупноети (1) ножно принять: “=. Стало-быть: воли деф но- 

зазиенныя фувкщи К в, удовлетворяють уравнению въ чветинхь 
производных: 
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ея & Ра 
Ху 7 Зи у: =0, 

то уравнения: 

(6) В=О, &=0, 

будуть болнЕты нихегралами совокупности: 

Для повфрки пролифференцируень (6); затфагь нагициемь урав- 
неныт, воторымь удовлетворяють {и №; получимь: 

д 9) 8) А д) 9) 
а Е 0 Хи т 0 

2% р 8 4 д 9. а, ал . 2% 9-4 0 Хи-+ Ты 0; 

& эти четыре уравненя п приведуть къ пропорщояальноеен диффе- 
ревщаловь 4х, Яу п 42 функщянь Х, Ти 2. 

Теперь спрашивается: сколько же ныВеть уёшевй уравнене: 

% ра Е (а) Хы + Ху + 2, =0, 

т. ©. вольно функц р (фувеший пезавненмыхь перезфаныхь 2, уп 2), 

ему удовлетворяющихь? Мы доважемь сейчась, что лхв безчноленное 
Нношеетво; но если между ними выберемь двф незавиениыхь, то 
оетальныя будуть фунешияия отихь двухъ. Доважешь сперва, что вехи 
функц А, К, №, ... Тжовлегворяють уравшению (@), т. е. дають 
тождества: 

ХИ =0 

ХУЙ =0 

вл дд 4%. ХУ 2-0 
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то и волнал фувкшя этохь фувьщИ также удовлетворить ену. По- 

лагая; 

РЕФ, ЬЁ,.. 
тд ф фувкщя произвольная, пез: 

У 4 ю, № 
2 бое бя Иж 

У 0, 909, , 0% 
и т" 

$ 909 004, , 9% 

дея бе НА 
по этому: 

Хи ти ь = (ХТ +2) 

т + 

(нтв 2 + 

ним
и , 

И И Хак ту. 

И чакь фунвщя , равная Ф (А, К, ,...), при велвомь ф 
удовлетворяет (4). 

Докаженъ теперь, зто уравнене (@) не можеть нить боле 

двухь пезавислмыхь рётев Я. Для этого довуетимь, что три пеза- 
виопингкь между собою фунвшщии {1 , К, и р удовхетворяють уравнению (а), 

в разрьшияь уравиеня: 

Ву, Без, В = 

относительно и, уп 2; тогда получниь уравневя вида: 

2 Ф.К), УФ, В), ==, 
Отоюда видниъ, что ивренфаяня х, уп 2, какъ фуньши функтуй 

Ё, ВЕР, доллиы удовлетворять уравяению (а). Но полагая посл\- 
довательно: ==, РЕЕУ, [== а, найдемь: 
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== | 0, въ случай: =, 

ВЫ 

д 
= 0, д ==0, ХТ, въ суча: Ра, 

при чемъ уравнене (а) обращается позяфхонательно въ: 

Х— 07 =), У= 0 (па [= 9), 2=0(щиГ=), 

т. в. каждый коэффищенть эго верь 0, — ч10, конечно, ив вые 

веть. 
И занъ: если де частныхе независнмыйь между собою ут 

веия уравнешя: 

4 %_ =-н Тиё, =0 

будуть: =, Г=Ь, во общее зльшене это уравненёя (въ 
воторомь завлючались-бы веб чайтныя), ли обуйй интетраиле ею, 
можно представить подё видом: 

_ о проовльныя РЕФ, в. (ооо) 
Изь этого общато питеграла можно получить безчисленное мно- 

деетво паръ незевиепмыхь между собою частлыхь интеграловъ; по 
этому п полкые интегралы еистены: 

име 
ПУ 

хожно ть вь разнообразныхь формахъ. Такъ вели фувецш 

©, $, ит» (, К) незавиениы, то полные нитегралы повафдней. 
системы ож представить под видовть: 

Ф (К, =, 4, В =, 

—чт0 вирочехь в вазю по се6% очевидно, — потому что два уравнета 

{= С, яр = С, веегра можно заминть двумя другими, изъ яихъ 
витевающими, и при тожъ безчисленными манерами, & тавЪ ЕВЪ изъ 

нихъ инбехь: 

® (1, Б=Ф, (©, 0%), % 6, № = % (С, 0), 
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то, обозналая постоянныя произзольныя Ф, (С,, С) п $. (С, ©) 
презъ с, п с», нолучииь: 

я, В =, 1, Ю=% 
Приму: 

Полные назеералы системы: 

2 _ 9 4 

можно продетавить уравиенлии: 

1 О Е те, 50. 

По этому обийй ннтеграль уравнения: 

будет: 
ЕЛ ' произволь- 

$ ( 2 ву ) , (= я 

® равунва подъ Ф (/., К) поотвдовательно: 
В 

ВТ В ИА» т УЕ д--аиЕХ, 
получиягь влвлующуе частные интегралы 1070 6 уравнены: 

р 1 1 & 2? я— 
Г Еду Г=щ, 

з 

# ИЕ Ее г эт Я + ага Е 
у#—` 

514, Развужденя пб 578, въ приифневин вЪ системБ ® диффе- 

ренщальныхь уравненй вида: 

[2 @) в Е Ха 
въ которыхь ХХ, Х,,..., Х, фуккци ® -= 1 переиённыхь 
2, 2:2,....4,, Праведуть иъ сябдующимь завлюченяиь. 

ели полные пнтегралы этой опотемы предотевить разрёленными 
отнозительно постолнныхь произвольныхь, т. в. подъ видомъ: 
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Оо, 8) = О 

Ь (1, 2, 4ы,..., 4 == С, 

РО, 
то функци д, Ё,..., , Ховлетворяють уреввеяию: 

(5) Хх. +0; 

друтиии еловани; каждая изъ нихъ, подетавленная на мото [въ это 
урювненю, обращаеть его въ чождество. 

Обратно: воли функшя Р (2, 2, 2,,..., 2) удовлотворяеть 
уравнению ($), то уравнеше }==0С будеть олиииь изъ интеграяовь 

спегемы (а). 

Нели функщи р, ,.... удовлетвораюеь уравнензю (6), то вму 
удовлетворить пФ (/, ,....)}, произвольная функшя К, /,.... 

Число нозавиотиыхь между собою частныхь иптогралойь уравие- 
ия (6) яе можеть быть боле я. 

Вили незавиенуня между собою фулкци А, Ё,..., К, удовле- 
творлють уравненю (5), то обзЫй питвграль этого уравкеня букеть: 
ф=Ф (р, Е...., Б). (Ф фувешя проязвольнал). 

УРАВВЕНЯ ВЪ ЧАСТНЫХ ПРОНЗВОДНЫХЪ, 

575. Дифберенщальное уравнене въ частлыхь пронзводныхъ, 

при двухь везависнныхь перемвиныхь 2 ну в одной фунаши их» 2, 

пыветь вндъ: 

25 др бр де Фе 
Е (о, 9, 2 2 д’ ИР БЕ ни 50, 

Веявую функдую 2, ему удовлетворяющую, —ниаче—всявое уравяе- 
1, ввазывающее аъ дну (ке содержалее пропзводныхь 2), изь 
Еоторате оно зытевдеть, пазывають его зиинераломе. 

Нануиыфрь: уравнеле 2 Е — 2% =— За == 0 пыфеть вл\- 

дуопие интегралы: 



448 — 

ВАНО, вы 
ба”? 

= УТУ, в=271 (94-49), п проч; 

ихъ безчисленное множество, и завлючаются они всё въ Одномъ 
обтешь: 2==2% ф (24-45). (фЬ— функцы произвольная) *). 

Пусть уравиен1е вида: 

@ ры ®(@, 42 2 2 Е 08 .), 
да 9: 2, дд? дуз да? атду? ду? ̂  

х во второй звоти его производныя относительно 2— порядвовъ не 
зы #—1. Лафферовцируя его по 2, зам ная при этомъ производ- 
ную 2 порядки  фунвшею 9, мы получить рядъ производных: 
аа ор 
ЗетЕт» буечы,...., ВЫРАЩеННИХЬ ВЪ 2, 7, 2 и производныхь я поп 

нп 9, порядковъ по отношено къ 22 не превышающихь #—Т. 0бо- 
98 48 д2\ [972 

зналиыъ Фуке: 2, 0,, де... ПРИ, Чрезъ 2, (), (ыы 

н разверномъ 2 по степеняиь 2-25; получниь: 

9е (2—2 (022) ов! 
©) #=а-н@-—м) (=) == =, ( =. о 1.2.8 \ 2 /. 

.. д4=\ [02 
Функщи: 2, ("), =), 

22 д? . . 
лаъ а, Ро = ..., Когда перенёиной < дается частное значене х,; 

не зависять отФ 2; оЕЪ получаются 

. д 
но онВ завиелть отъ у. Если въ разложевш (6) читать 2, (=) , 

й 
# и х дет 
(= ‚..., [Е а), произвольными фувещяни у, а [Е ез ( р не > 

о 

в, замфнить равными нуъ.выраженями въ этихь функщяхь п 

ихъ производнйхь по у, то (6) будеть низеграломь (@). Онъ будеть 
общимь, вогдь въ немь # произвольных фувкц остаются кавими 
тодно, и частныме, когда эти функции — опред®ленныя. 

Еели-бы вярезили иеъ данного уравненя высшую производную 2 
относительно у, то подобных же разсуждешя привели-бы къ разло- 
ею 2 по отепевяюь у—9,. Число произволявыхь функ въ равло- 
Ден, завиолщихь въ этомъ случа только оть д, было-бы, вообще 

товоря, другов. 

*) Еще прииЪры см. изъ во 119 п 121 первой части. 
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Для приибра, возьмемь уравнен!е: 

д да 
я — м 

Лифференцируя его по у, опараяеь при этожь на него же послф 
каждаго дифференцарованл, получамь; 

иг №2 _ 48 = (>) 
— Ея д вби 0 

(=) =", па 
Фу акб бы’ ПТ. 

5 те р при у==9, будуть произвольными фуяжтйями 2; пусть онв: 
932 542 

$ф@®, 5 ® в (@); толь, обозначал дук уд». -. При у-еф, ЧрезЪ 

(т 
= ен = @) 

("= (#1, = ® 

( а (я) = ® 
|= (=) и = "я, пе к 

овательно: 

С О 
о 

крае... 
Теперь разверивиь 2 по степеняиь 2—9: 

ив: 
Зв 
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Е _ бр 08 
2 — 9уз0р деду 9 

д Е ба 8 Пу 
28 — дуба — бобуй — д ИТ А. 

в пруи +=, будеть произвольшал функшя у; пусть она 0 (9); тогда: 

д, и’ 022 (= 9, (=) =, (4), = 999,.... 
Сяълозаленьно: 

250 фед) д" ор т 09) 

Вь первомь разложении 2 (по етененянь у-— 3%) аходять три 
произвольныхь фунеци: Ф (2), & (#) в 8 (2), во второжь (по ствпе- 
няь 2— &,) — одна: 9 (у). Не смотря на то, функции, воторыя до- 
отавляеть первый рядь, можно получить н`изъ вторато, и наоборотъ. 

Одфлавмь папр.: . 

%==0, и==0, ф®-==в--1 Е =24%—8, $ ==1904, 

и носногрииь, какова должна-быть фунвшя © (9), чтобы второе разло- 

жене 2 давало тоть же результать, вавь и первое. Первое при взя- 
ломъ положени даетьт 

2—65-1-+-(949—5) у Вбр нуну; 

& второе, полагая: 9 (у) =ау-- Бун сА-- м-н ву-нд, дасть: 

2=057- Ин в -- А--су--9 + (608 -+ 24у--- 60 х, 

или; | 

ата о-в 60а) у? -+ (е-- 4 у--а-н бел, 

чо приводвтся къ первому, вова: а = 1, 6 = 1, с = 1, й=0, 
е—=—5, 9 = 1, т.е. коды 9(у) ни 5у-1. 

Наобороть, задавши 0(9), можно подобрать соотвЪтотвующия 

$ (©), 5 неа). Тавъ, воли дель: 0 (уу уу бу 1, 

то: Ф (д) =125-1, Ее) — 241—6, 5 ®{=3, и тогда: 

ау ну —бу+1--(94у-- 12) 5 

== 12-=1-= (24 — буи нуну. 
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Чтобы позбрить удовлотворлють-ли найдеяныя разложения # дан- 

ному дифференщальному уразневю, продифференцируемь яхь одниъ 
разъ по 2 н три раза по у; первое даеть: 

ен... 

+ О-о-о. 
а второв: 

ео =" @—2 09) р-н. 

21» - 5-2 

р д ры... 
28 

ОТВЕЗ ВЛДИАТЬ, ЧТО? 5, == дул, 

576. Приведемь приыфрь нахожденл питеграла по способу не- 
опредБленныхь коэффищевтовь. Пусть дано уравнене: 

д д 
даду — дв" (1) 

Для отыбвашя фунеци 2, ему удовлетворяющей, положихь: 

2=4А-- В+ 0-0 +...; (А, В, С,... фуввщиг у) 

тогда: 

= В+ 8 0--Зр- 

2. = == Ву 2був-3ря-+. 

Подетавияя эти производных въ (1), полузинь: 

В, 202 82 -- ... == В-+ 80и--Зрй-н..., 

очвуда: 

В/=В, (/==0, В,=0,... 

Интегрировая!е послёднихь уразненш доставить функщи В, 
С,5... 

В=07, 9-6, Р=0е',... ($, 6,9,... поет. произвольный). 
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Коэффишенть 4 — произвольная функщя у; обозначая в трезъ 
$ (9), пибемь; 

2= (9) = би-нсй н й-.. а, 

ялИ: 

—= (у — а’ (а--бе-ной-ь дн... 

Зяфеь двучлень $ (у) — ав? — произвольная функщя у, а вуима 
(в--и-ней--0-...) — произвольная фувещя х. Обозвалая 
первую чрезъ Е), вторую чрезъ 9(9), имёенъ: 

=) + 0%). 

Воть обпий пахеграль уравненя (Г), представленный въ ковеч- 
номъ рид®. Найдемъ его теперь, -развертывая 2 по стеленямь у: 

=а-нвун у --.... (в, 8,1, 8,... функщи 2), 
р ‚ , а в жа, В У... 

#2. 
а в у ЗУ. 

ВН, у-н38, аи 

В» = > 2» = Ве 

й й й 1 й 1 й 
В =: № 13 , 5, СС ВЫ 

$1 ,61›д1 пост: 
@-д,,.... ( произвольная 

` : 1 
Вай, Тео, 155 

© произвольная фукеця 22; обозначииь ве чрезъ 9, (4). 

ана еду [а в-+ (ааа) и 

у г в. а уе. )= унеоу +... 

= вучкей-чеа +... 

=е[о,@-а]-ы учу др... (в, повт. пройзвольная). 

Обозначал произвольных фужещия [2 (#)-в и [авс =....], 
первую чрезъ 9(2), вторую чрезъ &(), получниь: 
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= 0 + Е). 

Интеграль этоть легко получить прямо въ конечномь вндё. По- 

зоженешь = ыы обратииь данное уравнене въ елдующее: 

отЕуда: 

1=0'5(2) (© произвольная функция); 

стало-быть: 

я Й оао 6 и пони) 
Функций 

Само собою разумветоя, что мы не станешь интеграль уравненя 
выражать отрокою, если въ состояюи прелетавыть его въ конечном 
зидф; розультать же, полученный подъ зиломь отрок безъ остаточ- 
него члена, хотя-бы отрока была сходящеюея, вообще говоря, остает- 
ея подъ вожнёнезь п требуеть подтверждена. 

Линейныя уравненя перваго-порядка. 

5771, Уравнене въ частныхь производныхь перзаго порядна, линей- 

ное относительно производныхь, ножно предетавять подъ видом: 

[9 ХЕТЕЕА, 

116 Х, Ул Ифуньщи 2, уп г. Пусть патеграль его: 

®) Ге, , д =0. 
Дафферевцируя инуетраль по фл по у, получить: 

4 __ д/д: 4“ 4= 
8-8 = 0, уе м = 0- 

92 д: 
Опредёляя отсюда провзводныя 2% И ду К ПодотаВЛЯЯ их Въ (1), 

мы обратимь уравнене (1) въ сябдующее: 

м ум ри [ ХИТ. 
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Сиало-быгь интогрировая!е уравненя (1) приводится въ интегри- 

роваяйю (3), т. в. хъ ровысванно такой фуньцуя { (перемённыхь 2, 
12), которая удорлетворяле-бы уравиению`(3}. Посявднй! волрое 
мы разомауравали въ по 573. Тазь видёли, что для отыевавя 06- 
щаго интеграла уравиенл (3), водобно обратиться къ совокупности 

уравнений: 
= _ ву & 
ХУ, 

проинтегрировать нхъ и интегралы предетавлть разръшевными отно- 

сительно постолиныхь произвольныхь, т. е. нодъ видомъ: 

Ву.) =, фуд =0,; 
тогда / и р, будуть незавиенинии между собою функшяни, удовле- 
творяющиии (3); & общий иятеграль уравневя (3): 

=, ). (о произвольная фунвщя) 

Сяфдовательно интегралонъ ураввевя (1) будет: 

ФА, В) =0, 
ИЛИ: 

(4) &=8(4). (6 произвольная функц) 

Хотя въ (4) заключается безчноленное множество интегралов, 
— тЬыь не менфе предотавляется вопроеъ: воф-ли тугь питегралы; 
нфть-ли тавихъ, которые, удовлетворяя (1), не заключаются въ (4)? 

Другими словами: н\ть-яи такихь фуакщй К, которыя обращаля-бы 
{3) въ тождество не при возхь значеняхь 2, уил, а тозьво при 

т5хь, воторыя удовлетворяють (2). Таша функции сеть; по ихъ мож- 

но замфиить функиояни выха (р, >). ПЪНетвительно: выражая уи 
2 изъ уравнение: 

Ву -А, Бу д=Ь 
ВЪ Зависимости отъ 2, и, п подетавиия въ /(, у, 2} =0, ны 
приведемь послёднее уравненйе къ уравнению вида: ф(а,й,/)==0; 

отело-быть, воли звифнить { чрезъ ф, то проивводныя { по 2, вуки 

10 2 будуть: 
У, № 
Е тин Кум, 
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= м, № 
> м "и у’ 
х_ ал, 
д -# 9: › 

ъ ра хи - 7 24 э; обралитея въ олфулощую: 

(хит 21) * ( У 2). с Хы у я На 

Эта зулыа равна 0; Входя въ нее трехчлены, заключентые зЪ 

оБОбЕ, зоне ноли: елВдовательно: 

ИА 
Хз 

Отеюда, предполалая Х отлячныхь оть 0, пыфемъ: 

стело-быть въ фунвдио Ф ве входить д явнымь образожъ, т.е. ф 

веть фунещи д пр. 

Ели Х = 0, 10, выражая паз у, пр, мы приведем 
(2, 9,2) къ фунвщи вида: (у, р), — и чотда: 

& отоюда, предполатая У отлячиымь оть 0, занлючаеь, что фупешя 
не содержит у, п стало-быть [Г выражаетел только въ д и. 
Въ случа Х =0 и У-=0 коэффищенть 7 также обращается 

зъ 0, — нноче ие удовлетворялось-бы уравнене (1}. Такой случаи, 
вообще гопорл, не нибеть шота; в чаотноети же предетавитол, вот- 
да сущесзвуеть фупкщя 2 (фупвщая перомнвыхь 2 и у/), обуащающая 

въ 0 каждый изъ кооффищентовь Х, Ув 2, — и тогда мы отие- 
сель эту фупещио въ особенным рышенльь уравненя (1). 

И завъ въ (4) заключаются вов интегралы уравненйя: 

де А (0) ХЕ; 

другими словами: (4) воть общий нитеграяь этого уравнейя, Чтобы 
получить вго, составляемь вепомотательныя овокупныя уравнения: 



инчегрируеь ихъ, н полные интегралы нхъ: 

Е, уз. 0,0) =0, В (1, 2,0, 0) =0 

приводинь къ вниз: 

(у = 0, (9,9) =0,; 
тогда искомый обицй интеграль уравнения (1} будет: 

Ф(А®, у, 2), 1 @, 9, 2)) =0, (ф произвольная фунюди) 
ил: 

Ь(@, у, 2) = 0 (р (@, у, 2)). (© произвольная фуннция) 

Примпры; 

а) 

. т. 8 бу 4. ЗоЛОНООТОЛЬНЫХ СОВОКУПНЫЙ УраВИОНИ: у; 

полные интегралы ихь: 2 — у? =, й— = 0, 

обпий интеграл даннаго уравнения; 

9—9), п = И иные над функця 

Равуивя подъ 9 (и) повхвдовалельно фуниди: 1, Зи, — в, Им, 
Т5ши,..., получниь схёдующие чаетиые интегралы: 

== У, == У4 — 3, в==-5у, 

= УР, „Уи... 

ь) даны ==; 

вя н цнтеграшы ихъ 34. 
яз ум р ии ==) 

хаючаень въ окобки /” 
| = С, Базу ви С, 

29* 
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ру 4 = 9(). (2 пронввольлая фулицл). 

де 9 @-ды-+(@2-Уу=и аи, 

1 1 

4) 8 ( 3} 

8) 

= 
1 а @ 2д1—в4е 

9 

ем №. 
9 Ней #' 

(о ууде-- (они) ву =0, ГУЗНУЕ + атс — Оу , 

|= о _обенуйу _ вв * ШС 
| Е ау у в’ уни т} 

2—0 ( Уна и #). 

578, Въ шо п 241, 248, 243, 247 и 248 мы дифференциро- 
зашень неключали проязвольныя фунещи, входялия въ уравневя но- 
верхноетой ‘пилиндрическихь, коничебкихь, кодолдальныхь пн новерх- 
ноотей вращеня, в нвходили тавинь образошь уравненйя этахъ по- 
вархкоетей въ частныхь производныхь. Тедерь посхулинь обрално; 
изъ уравненй ихъ въ чатныхь производныхь пайдемь инчегрярова- 
жом уравнены ихь въ обыкновенноиь вид: 

а) Пивиндрич. поверность: 4. = нь 1; (1241) 
м— 
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=, рав о, ув = ] 

1—6 = 9(@—а2). (ф произвольная функцуя). 

5) Коническая: (1—4) & 0—) р —2—#; (1 248) 

о що о 
Я У Я’ 2—5 1 2 > 

о (=), 
А 

©) Доноидалиная, съ прямолинейной направляющен 02: 

ви-нун=0; (20° 248) 

; -аа--л 
4) Коноидильная, въ пранолннейной направляющей ( ие . уе) 

+в ют 0; (п 248) 

2%. ры _ 
авт ут 0; 2 бы ааг = а] 

ау) 
9 Поверхность ерощеная, о овыо вращеня ( 

нЕ —0—); 69 248) 
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Е Е а: 
и ем Иер! 

ао [2 а _ важ + ый ыы, 

| 
\ ) 

Ев и -06-9- 2-Е = 

абе--аау +4220, ава 0; 

ее 9—4 2й= 
2-0 уе“ 

—_ © ба = ум Яу-+ #4 

п ае--о-Пау:5=0, ву О, 

ау ео [+В 

Уравненя высшихь порядковъ. 

Линейныя уравнения, 

570, Уравнеше оз частные пронзводныеь п-1ю порядна, сз 
двумя независимыми перелльнныма, линейное отмослительно нс- 

хомой фуниши в ел производныхв, безь посльдняю члена, 05 10- 

слоянными козффииентами, ныветъ вить: 

Ре 2 9 
ба ау = зав .. а 5: 

95 

0 д” 2" 
Рая НР ну = - дя = 0. 

( 3 ну перомфиных нозавислный, 2 ловонал Фупкшя, ) 
а, Ы, 6, 1 бы... , Ру 1, +. +, а Побтоллныя 

Еоли ему удовлетворлють Фувкди: 2, 2, 2.,...› а,» То удов- 
детворить и сумыа: (за, + Оуя, + Су... Суду, ВЪ воторой 
а, С, С,,. С, — постоявныя произвольныя. 

Нда такл значения © и В, прк которыхь фунещя вгу 

удовлетворяла-бы взятону уравненно. Дифференцируя в == с°2-К ВИ, 
получиьиь: 

22 _ „аа-+-ву 08 _ об ву 
да 48 ‚ = , 
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42 3 ву 92 дх-+ву 2 ‚ахч-®у 
уе 8 › два = 88 ожт=йе . 

1: _ в ванву 9" п—1 о ох, 02 сп аачу тв › ау = Пет еду" . 

Подетавляя эти выражения 2 и проязводвыхь 2 зъ данное ураз- 
нее, мы обратим его въ слдуюнее: 

о ан-фон- В, В--сайч-с, оба. рой ра” пн. ер, В" 0. 

Отеюда види, что функнуи с“? Ву Удовлетворить данному урав- 
вевю, когла @ и В будуть корнями уравненя: 

а-- фа --Ь, Вейс вне, ВА. крот р ТВ. +, В" =0. 

Путь эту ворпи: о и В,, 2, ПВ, а, и Вь,... (ЕЖЪ безчиеленное 

иножеетво), & 0,, С,. С,,... побтоявиыя произвольных; тогда ннте- 
граль деннаго уравнения будеть: 

т а-- аз В. аз 2-Я 2-е“ о, У ее 29 

Напниемь хороче: 

в= 3 се. 

Примиры: 

» 8 к з) авы (1576) 

. —=0, В произвольно, 08 —«==0, яли: «(8—1}=0 { 1, в произвольно. 

= 20-е И = 00-5 с6* 

х. „9 9 О ааа 
0,6698 (ве ее" ав“ +...) 

С бб. бы. 2, Вы Вы › .--ЧВВЯЬ ПО- 
й 

стоянныя, во произвольных; по этояу сумиа С, +0, И - „им 
. = # 

произвольная фунецет 9), & сумма с, г 6. +... — произ- 

вольная функщя 2. Обозначая первую чрезъ Е (4/), вхорую чрезъ 9 (2), 

уагрень: 
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= (у +#9(2). 

9 ж-вы: 
—Щ 0; а #8, В произвольно; 

ве зо, 
И И 

а ‚ у а ОН ор орт орт, 

О В, есь бр И, на вр Ва... 8О- 
отолниня произнольныя; по этому сучиы 2 0’ ыы 20” гта 
произвольных фунндия двучленовь: у+-йс п у—7. Обозначая пер- 
вую чрезъ Ф, вторую чрезь Ф, пибежъ: 

= б--лад = Фу. 
Результать этотъ зожяо получить преобразовывая данное урав- 

нене въ другое введешехь новыхь независнныхь пербувнныхь. Пусть 

вязь прежнихь перехфнныхь к у въ новым @и Й выражается урав- 

ненями: - 
уе=ву—Ш=Ь 

тогда данное уравнеше обратится въ елфдующее: 

22 
= 0 *), отка 

#=ф(@) +06) (Фнф пролзвольныя фунеце), 

или, вновя прежея перезбиныя: 

Фу) -фу— №. 
Нелинейныя уравнева. 

580. Изь нелинейныхь уравнеый въ частныхь производныхь 
приводемь один пришбръ. Пронатегряруемь уравненйе второло по- 
рядка: 

+) Самое преобразован было сдёлано въ примбрЪ © 20 119; тамъ незави- 
‹имыя перемфиныя были фи х, зависимая 1 я зябеъ незавионныя 2: му, зави- 
симая 2. 
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а) 095 де (- $0, [УРполеве раввертывоюцикол 
биду поверхностей (иб 245), 

Обовкиная частных производныл 2 перраго порядка чрезъ риа 
да 
| =», я = 4}, лифень: 

25 р № 9 _ № м 
бя = дд? д бу? дд бу да? 

— и лотому уравненю (1) можно дать видь: 

92 4 
ди 

Отеюда завлючьемь, что фунющи ри 4 (тавъ какъ ихъ диффе- 

рекщельный опредфлитель равенъ 0) завнениы (п? 119); другини сло- 
вами: послднее уравнене даеть: 

(2) 4={(р). (Е фунишя произвольная). 

Дифферендируя (2) по 2, получииь: 

ЖФ, шт 
(3) Е ®ф® —#= ры зав: #= 2). 

Это — уравнен!о въ частныхь производныхь перваго порядка, и 
при томь линейное“ отновятельно производвыхь. Чтобы промнтегриро- 
вать его, составляезь систему: 

2 _ 4 № — —_%® 
ив — 50° 

Подиыо интегралы этой евстемы: 

| в=0, } { ̀ р=а | 

анионы |" | урона, | 
отало-быть общ интеграль уравнения (3) будегь: 

0 о ские. © бад пролввольвыя) 
Предетавихь уравнение 42 == 242 -= 44у подъ видом: 

9 (Е—яр— 0) зар + у94=0 
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п вамзнииь д я 90 выраженяил: (р) н Е (2)@р; получим: - 

ар — УЕ (р-н (0 =0, 

или, опяраялеь ив (4); 

Че вр -— (Д-р =0; 
& отеюда: 

2—-Иф=Ь— [604 

Вторая часть этого уравневя— произвольная фувкшя р. 0003- 
начая 6 чрезъ 9 (2), чивель: 

а=ар-+ у5(р} + 0(3). 

Присовдинииь сюда уравиеве (4), въ которомъ Ф (2) можно за- 

нить чровъ — 9’ (2); тогда получихь совокупность: 

(5) 2==ар-н у) 0 (р) | 

(6) (р 9(р=0 }, 

исБлючен!е изъ которой количеегва 7 л доставить нитеграль уравне- 
ия (1). Ивтеграль этоть завлючаетъ въ еебЪ двё произвольный 
фулецит. 

Тавъ кань (5) (первой слепеня относительно #, уп 2) мжво 

разенитгриваль, какъ уравнев!е движущейся плоскости, пережынеще 
которой пронеходить выбетф оъ изифиекень параметра р, & (6) ио- 
лучается изъ (5) дифференцированемь по ларанетру 27, то, опираясь 

на п 249, заключаень, что повлбдюй лнтеграль соотвётетвуеть по- 
верхности, обертывающей сяетему плоскостей (5). Стало-быть раз- 

вертывающуюся поверхность жожно разоиалривать, кажъ обертывел- 
щую положешя движущейся плоскости. 



ПРИБАВЛЕНТЯ, 

Формула Стирлянга. 

581. Въ по 378 (формула Валлиса) лифли + 

=_ 98 2 1 (0>0 
8— ея] бб \ <1/^ 

Отсюда, помножая числитель и знаменатель на (2.4,6.8....2н), 
находинь: ` 

(9.4.6.3... .98% 1" 2.2.3. и 1 
2 1.3.3.4... 12а 9+8 1.2.8... 38 ° вл--б° 

чрезъ ф (2); тогда: 
1.23 

Обозвачямь дробь я" 
2] Узит 

(@) 1.3.8... из (*)УЗит. 2), 

1.8.3... = (у уя 2 (2), 

ок. (7 два (о 
ы -@ < ля. (6 а ее. 1 

р (и. дик. 8 ФИ а-ф 

ее в 
( 

в — вы 1-- >, прех, = 
т, 

#) @) пред. & у = 1. 
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Дованель, что ф (и) оъ возрастанень ю уменьшается, п, умень- 
обв, ПодходнтЪ КЪ единац: 

$ 105, 1.9.8. мены) 
91 Ву Эля Ея Узи 

ЩЕ. ув —_ 5 - И 
в ны за в в в з 

9) _ 1 ве —1-- ыы о] 

_ Пит и ыы 
ааа ие ЕЕПьеНт +. Л 

т 1 3 _ С) 
Рая та Раб ‘Ни, *°°. 

Поилвдняя отрока — знавоперенёнияя , и члены вя по а060- 

лютной величин идуть уменьшаяеь, подходя жъ 0 *); слдовательно: 

$(#) 
2-0 > 0 > 1 

1 вв 
< ть <е”. 

Неравенство р > 1 покавываеть можду прочниь, что Ф (^) 

уменьшается съ возраствяйезь 4. 
тина деравенотва: 

т 
аа фекП _ парт 9-1 сеет, 

5 <е * фи) < ;:..) ФО <е 

получемь: 

*) Отношеще #-то члена къ -1-му отрицательное и по абсолютной 
ведичныб мене (при 2): 

ИН 1—0 т 1 
2-е" ини . О в Ра т 
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Е: откудь тбыгь болье: 209 а 
$ (2) 

Сверхь того: аи злвловалельно: 

=. 9 пре. 2 = 
Опиралеь теперь ва ($) и (с), находим: 

2 
пред. ф (®) = прод. [© ых 2 = 

И тавъ ф (®) съ возраезанемь я огремитея въ 1-щВ. Три этомъ, 
$ (и), какъ видфли, уменьтаенся, и потому: 

=> т. 

Найден теперь выепьй предфаль для Ф(и); тогда будешь нить 

двВ границы, въ которыхь заключается произведение: 1.2. 3. 4... 

Введемъ въ разложен!е 1: множитель ®--1; получииь: 

9) в 1 3 1—1) 
Оу 1 [в=- ТВ Раб ^°°° Зрбеедий ] 

1 1 2] 
= Ва” 1008" *''* ВЕРУ = 

Въ этой строБб отношеше (+ 1)-го члена въ -му = 

{1+1 8-1) . 1—9) (АЕ 1 
ЗЕЕ) ЕВ) ии ЭТ -ории 5‘ 

И 1 В „1 
би ив 

Оно при # >> 3 отрицательное и по абсолютной величии мене 

1; отало-быть ноедЪдняя строка — знаконерем иная, п члены ел по 

абоолютной величин? уменьтаютея, подходя въ 0; слЪяовательно: 

+12 > 0 > 0 
1 1 < За @ Твин) 
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Тождество: 

—_ 9)  ФбьШ ое 
$() ТС МЫ 

Ф(и+т—1) 
об) (п-т) 

даотъ: 

Ф() С) фи ф-т 
=? НИ Фет 19-м), 19 (т)=1 Зов) ое) 

отвуда: 

#1) 6 (п) — фонт) = ы 1 Зо ^ б=В 

Увеличивая 9 я переходя въ прехвлалжь, получим, 

= 
$ (#-+8—1) «ле (1—1) . 

1% (п) = пред. > ФЕ > ФВ *); 

а опираясь ка изравенотво (0), имВелеь: 

$ (1—1 1 

орьй < Ф@--5 
т 1 1 

а-я) 
Сльловетельно: 

&= = 
< Фе =", 1 1 ) 

2’ $88 ЗВ Ел а = = 

< ва), 
ле “он 1 , 1 
рт. са < В: 6) <, 

онвуде 
1 

Ф(и) < 6%. 

*) Предёшь (изн) воть 0, нотому что ф(ичыю) стремится нь 1 съ 
зозрасташемь т, 
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1 

Подотаваия въ (а) па мвето ф (п) единицу в затфиь е“”, полу- 

чинь двз границы, въ которых заключаетея произведене 1.2.8..1; 

а ЛЬ нихЪ наЙдежь н тралицы Неперова логарнома пронзведеня: 

1.2.8...в> (1) Ут 

т 
аи " < (=) Ук, 

1.3.3... рав у 
о 21 1 

2 Ри <ви—В- 

Два признака, сходниюетт строкъ. 

582, Признакъ Коши. Пусть ка воеь протяженйи , презылещаго 
положительное иёлое члело и, фуввщи / (2) въ возрастанемь 2, пря- 
нимая эначемя положительныя, уменьшается. 

Раземотрияь строку съ общимь чденонь Г (1); оны — знано- 
постоянная я убывающая, 

ты 
Ивтеграль ] [(®) 4х, вь которомъ разность между предфлами. 

т 

интогрирован я фавна 1, зожно предетавить значешеыь { (2) для х 

среднято между  пои-н1 (1 379); 

ау 9>0\. 
[Ре выч в) | 

& тавъ тавь фулкщя / (5), по условно, уленышается съ возраста- 
Шок д, 10, считая 2% но мене @, иметь: 

(м) >Рт--9>Р(т-1), 

ди: 

Г) > Го > Ра. 

Цодотавляя въ этомь перавенотвВ на мфето ме послфдовательно 

пан а-8,..., а- #— 1, получимь неровенотва: 
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г(@> [ Роша 

ги > [Ре > Га --®) 

Га+9)> ГР 4 > Г@--3) 

ак 
Га-т-0> | Го @е> Ра 1, 

А 

словене которыхь дает: 

аа а+Е 
У Ет > Г Рь а > Уго. 

а 

Увеличивал \ безгранично, п переходя хъ предфламь, ифлучниь: 

Уго ) > [Т> % $ аъ. 
ея 

=> 
Неравенства эти показывають, что ннтеграль | #(®) аа пиъеть 

а 

конечную пли безконечную величину, смотря потому, сходлщаяся или 
равходящаяея раземитриваемая строка, н наобороть: послЪдпяя острова, 
будет сходящеюся или равходящеюся, омотря потому, имфетъ-ли ия- 

сэ 
теграль, [ {@) аз конечное или безвонечно-большое значение. 

а 

И тазъ имфемь слфдующее правило для узнаяйя сходимости иля 

ресходимоетя зпахопоотоянной убывающей строкя съ общихь членомь 
= 

[®): если интераль [ Ё(@®) ал — величина конечная, стока 
а“ 

сяюдящаяся; если онз безконеиный — растодящаяся. 
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Примирье 

111 1 
а) Строк За: ба) да... да... бХОДЯЩАЛОЯ, когда &>> 1, 

ыы: и расходищалея, когда « < 1, — потому что интеграялъ Г Е". 

& > 1 предотавляеть величину конечную, именно —., а при 0—1 и 

при @ < 1 онъ бовконечно велик. 
1 1 1 1 

В) Строка: срезе, за аби": ое -° ХОЖЯЩЫЮЯ, когда 

& >1, и расхедлщаяея, когда # < 1, — потому что ннтетраль 

ый + 
ВЕ. = а равен конечной величинь, ® нузяно ЕВЕ, Шиа > Ь 

и безконетноети при < Фицри ® =1. 

588. Признань Ермакова. Оинъ относнтся также въ стровазь 

знатопостолниыыь убывающимь. Пусть (и) общуй члень строки. 
Фулкщая [(), при велконь ®, превытающемь нёкоторое пояожисельное 

число, удовлетворяеть услошямь: [(и) > 0, Р®) > Р(и- 1. 

Вовьмень функцию ф (2), растущую вызетВ ов 2 и удовлетворяющую 

перавенетьу: (2) > 2. Если отношене “Л ев? сё возраста 
бему 2, стремится кз величин, нише единицы, строка: 

Р®, Как), Ка-н2),..., Р®),... влодящаяся; воли же оно 

етремится кз величинть, большей единицы, — растодящаяся. Пля 

доказательства, предполагая сначала, что предёль отношешщя 

еатеы мене единицы, возьмешь между этижь предёхомь н`еди- 

ницею опредфленное число ©; тогда при веявомь значени 47, превы- 
шающемь доототочно большое число а, будемъ иифть неравенотво: 

пе и <) 
изъ котораго: 

тег) < 70, [39 Го) <а [Тдае 

Подигая < (в) == 2, откуда: $'’(2) 42 = 4а, ыии\я въ виду, что, 
при безтрещичномь возрасташи д, растегь безгранично но (2), — 
нНаходинъ: 

и. 30 
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“я )) 92 == “Иааг= 7) г; 191970) о [Го ; 

и потому: 
со = 
Г (0 аз а | (а) аз. 
фа) а 

Нурпбаваля къ обфишь частяюь отого перавенотвь по литегралу 

} 

ГРЫ а, получниъ: 
Ё 

со О >. 

[ гедав < | Гоав-ч-е [дав 

откуда: 

р Я дак 
ПГое<= 1-е 

Такъ кавъ а опредфленное пололииеельное часто, тео 1-цы, 

д о Я 
п предфаы интегрело Г К и @и копочные, 10 отвошеню 

со 
чело Еонечное; & 50 эчому п питегразь [ ®) @%, павъ видно пзъ 

« 

новлёдняго неравенства, — величина колечная. Слёдоватольно, опи- 
ралоь на теорему Жоли, завлючаемь, что, при сдёланиохь ропу- 
ен, уазсцатризаеная отрока оходащалея. 

Пусть теперь продёль отношеня ее боле одлняцы; 

тогда при воявомъ значени 5, превышающехь досталочно большое 

число а, будежь ннъть; 

ее > 1, 94) (6) > А®, 

и по этолу: 

[9 ®1(@))@&> [о 4%, или: [То @&> [ "А 4; 



ъ ода: 

[79 @ > № в @&-— Ро ат. 

Неравенетво это невозможно при конечноль значеши интеграла, 
© < 
| Ка) ах; по этому: [А (2) аи ==», п отало-быть, по хеоренв Колина, 
а а 

строва-расходященея. 

Сходнноеть ищи раеходизость игроки останетея подъ сомнёемъ, 

коль охнолиение еее, оньшее едяныцы, стремится въ едании&. 

ели яв отномене это болфе единицы и стремится къ единица, 

утрока — раеходлщаяся, 

Разпообраая растущую взевотв еъ 2 фувищио (2), удовлетворяю- 

шую условию ф(#) > 2, ножно составить эножество правиль для р- 
шеша вопроса © сходимости или расходимости строки. Тавъ, при 
©) =#-н1, получимь правяхо Даламберау прн (2) == 27, 0 6х0- 

димости пли ресходныости отровя узнаемь по предфлу отношеня 
ее 

о при $ (4) =”, — по предфлу отнотеня © г ), д проч. 

Употребяяя иовлфднее отнонтене, иш почти всегда решим во- 
проеъ. Отношенае это составниь изъ общаго члена {() строки, нод- 
олввлит 6° к 2 на ибото 0, разифияя первый результаль на, второй и 

умножал частное на @”. 

Прилльры 

а) Строка, еъ общимь членом ЯЕБЕ— общая прия> 1 

хз расходащалея при @ < 1, — потому что когда {(#) = ан , 

ет р ‚ в это послбднее съ возра- 

етыйвиь 2 стрематея къ 0 при а >> 1, и растеть безгранично, при 
&<1. 

5} Строка, обзщИ лень которой „ р о ши 

отяошоно обращается въ 

зелкомъ ©, — потому что дли этой стровт отрошене 7, обра- 
У т “ 

ЕЯСЬ ВЪ (=) ‚ рабтеть безгранично внфот8 ©ъ д пря воякожь @. 

30* 



— 488 — 

Рядь Лагранжа. 

584, Пусть г-— фуввщя перемфнвыхь нозависниыхь д д №, за- 
ДАННАЯ уравненень: 

(а) #=1#- (2). 

Туебуетен развернуть въ отрову фуницио (2) ло цлышь и пояо- 
жжнтельнымь стеденямь . 

8 
Пуедетавниь разность /(2) — [() интеграломь | (ам, > 

= 
этоть ннтеграль будемь разоналриваль, кал частный случай нитеграла, 

Г в -- Вон) — "Ра. Обозначая повадай чрез 8,, 

боты 

® 8, = [2-- Во] (аи, 

== гыан = ге — Го, 

© № =1® 5. 

Дифференцируя (6) по 2, оппралеь на правило п? 445, и зам%- 

чая при этожь, что трехчлень  -н йф (и) — и обращается въ 0 при 
и— а, въ 1 (2) при а ==, получииь: 

аа = =}. [* —# (® — В р о ан — "(9)" Ра) = 

—#8, ,—И (9); 
а отеюда: 

тт = 1 28, 
(8) бант (9) Г® та, 

от ее], 105 
ит п дит—Т въ д, 

@ т а №0 Це] 125, 
ТаЗщир бий ТВ. в —Т 1.2.3.9 ‘дай ^ 
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Подетавляя въ (0) на ивето ® одикилу, & в5 (6) лосяфдовательно: 
2,8, 4,...., получишь: 

ЗАО (9 г )-- 8, 
29 _ № еее] +. 1025, 
9% 15° =: 12 дай › 

195, _ № 22 [60а] + 95 
1.5 0% ^ 1.2.8 ба 1.2.8 ° 08 › 

1.905 моба] 1219, п 
1.8.508 — 1.2.3.4 Е 1.9.3.4 08; ИТ. К. 

Слдовалельно: 

ы а Ни ее = Г ее 2] „. м: ев {#1 

т 0 аи] 1 25, 
ав тт аби 

Обтаточный членъ въ этомь разлоненя — 

|, [е--л (и —и" (и) би 

1.2.8... быт ; 

воли онъ стремится къ 0 зъ возрастанень п, тот 

Котлер (ЕР 5 (Оу =. 

Полагая {(в)==а, и втало-быты: [(д)==и, ’(®)==Т, нажодныь: 

д=8-+-19) + Ту (> (е (| — = [(е | "+. 

тив = (@ @) ры „, 

й 08 (о-вов) аи „(2 
т... ддт . 

тА№: 

ели”, отренится хъ 0, то: 

м [9 =... ва + № (2 | = 
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585. Ольлаенъ въ (а): ф (=) == 1; тогды в==-н-й, и разяо- 
жене /(2) даст нзвфозную формулу Тайлора: 

его гого" 

Ай 

де еыь це Фа 
” = 

= с. т. А (в) к дея , 

о въ кругниь остаточнымть уленомь, озунанымь по форив оть ого, 
который приведень быль въ п? 880. Чтобы привести его къ ирежией 
фориь, пуеобразуемь ннуеграль 

еж — "РР фац; 

положить: вым В —и==В; тогда: ван, @н== ан 

потому: 

2+ й 
[ ава = [ РР@-ь— 94. 
г В 

Слъдовательно: 

ды ю 
де [| еный--цд г" аи . д | туба 

= ь 
1.2.3.05 а от... бт 

1 м вр 94 
ря] @-Ь—0 а. 

Формулы квадразуръ, 

586. Формула Эйлера (05 остипочныме членомь Остфроцад- 
ы 

ехоло). Разложныь интеграл Л [0 а5, вавъ и въ по 381, ва я инто- 

траловъ, въ предфлахь @ па, ана, в на,,.... аб, 

прецлолагая при этом, что Ф> а, и что числа а, а, @,..., @,_#б 
дуть 2ъ арнометичеекой прогреесйт, разность которой обозтачвмь 
зрезъ о. ” 
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Е 

[Газ= [ ‘ирдаз-ь ‘еше “адае-=.. = Гедак; 
— 

а —а=а а, =. ==... 59 иене 

Пусть ГР) де == Ф(® + 0; тогда: 

@ ` 

[ Горна) — Фа) =а-но) —9(@) 

оо") -- а” -- позе 
о 

18.8 
9 ра 

т 9 г г а 55$ ино — 0, В В : 

или, тавь вели: ©’ (2) = {(%), ©" (д) == (а),...: 

| Гедасо ад ое т" аз" 

+2 я Ре @-- |" аа ао -— 944. 

`Разлатая подобным образозь разности: /(а)-7 (а), (а) (@) 

Ро) —Р@,..., Га) — Г), беря пра толь въ 
`разложещахь стольно членовъ, этобы въ поолвинихь членахь входя- 
пая поль зкавами интегразовь пронзводвая была 2#-го порядка, по- 

лучи: 

(©) Го Говоров. 

Е 
ео) [| 

(8) Го Гоноо "а +... 

и 
53...05) 

в 
а аки анод 

. 
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& Го Роды -+. 

в и 
ера две) [ а ВЕБ ана 

(28-0 Г Эа) — РВ од 9 а) +. 
в 2 

—}, ТГ (аи —19 

20 Га) — Г ао оу | ре (@-+0—0@. 

Помножимь (2) ка 4, (8) нь А, 0°, (4) на 4,9%, 
в аа А он (20) в м ао, А... 
Ари А, Произвольный чиста), п сумшу произведений сло- 

жизгь съ (1); получинь: 

@| Подать доу) Поддон д-Р -. 

еде Иа) 

= Рано Ро) [А кой Фа: ДА, + 

ча) [това + 2-4, |+... 

пира й д ды а ное а) тез тЕ ы ь 1 -А 
8-0 12.088)“ 18 |+, 

тд: 

в-[ БАНИ бы | КУ ОИС 2 МИ ав Кач . 

Подчиниыь 4, 4,, 4., 4,,..., Ад, Ад, „ УбОМЯМЫ: 
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1 А А на м 
тя Нов т 4 =0 

©) т А д —_ 
ава та 153-18-44 =0 

1 А Ем А . 
тат та а, ,=0; 

вообще: 

ЕН « 
1.2.8.. 649 Га 6 “12. $ 

1 1 1 
А 78? А, 12° А, =0, 4, 70? А, =0, 

А, =0, 4, ое, 4-0, ит. д. 4, 
1 

30240? 

и уравнене (а) приметь слёдующий видъ: 

[оаоноте-учи — да [Ре о) Ао [еда |... 

сдав *). 
ЗВычиесленные кооффищении 4,, 4,, А, А:, оказались нолями. 

Чтобы довазаль вообще, что каждое 4 съ четнымь указалелемь ‚ 
равло 0, разсмотринь цёлую фунецию: 

42 Ав ДН Де 
12862) * ТаЩЕЕИ * 12.5 13.6— п 

*) Член — Ад —1 [14—9) у) — Л*— 9) пропускаемъ,-потону 
что, какъ сейчась увидим, 4} о == 
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въ которой 4, 4,, А.,... удовлетворяють уравненямо (5). Обозна- 
чим ве чрезъ 7,,, и раззернемь по степенями #—1. 

Производныя 7. ,,: #2 

т вы дв РИ и 

ана Табы 1.3 19.6210 19.6-9) 

ив АН д д, 

Рю в* 12.81) 19.4629 *12.6—)"“ 

#— — 
1” д д 4-4, „+ 4, 12-9" 

значения Т,,, и производных при # == 

1 4 д д 
(т „+ таб “12.6 12.8 154е 

1 А 4; А» Ара 
Р =) И Таа 186 1аа 

| 
И МВ О В Ио и НЫЕ И к с ак 

( 
(т...) 1 д 1 4 ЧА А БА 

( 
т т А РИ рии И —_ 

Т ыы), 2.9.621) 156-8126" ААА, 



= | 
| ь (т...) =1-- 4= 

( ==.) =1. 

Разлонене Т,,, по отепевииь #— 1: 

Пн (Ты) 6 ПР) (нь), +... 
(+1) реза / (но) 

ина ЧЕТ) 
2 (#18 [бий УЗОР и У ЗЫЬИНИ Соие йЫВЫ 

4, (1+ о А, 5 я 

1, .. обращаетоя въ 0 при =0; по этому, дфлая въ послфднемь 
разложении #0, получнаеь; 

у а ра, сай (1+? 
128 1.9.8 ТадеьЬ " 12.46-+8) 0 

Пуиъ 8 чегное чноло. Поетевляя это на ВЛДЪ, Наниезть РИ 

вифото 8; тОтда: 

А, Ария _ Ата 4, А Е. _ 
> 1.5 1.2.8 та 2т  Т.2.Д0т-н\} 18. Фт-н2) 

2 ВЫЧИТаЯ посл хЕее равенство изъ: 

А А 1 
тает  ТоДет-е * 18.и8ик8) = 0, 

п бокращая па 2, получим: 

Ат Аа — 

А Ктазлв Га. и 0. 

Это равенотво при # ==1, 2, 8, 4,... давть:. 
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РВ Е 0 1.2.8.4.6 К ГРЗа-БвИ оо, ИТ. До 
д 

А+ Ги з— 

откуда находныь: 4.==0, 4, =0, 4, =0,...; вообще каждое 4 

65 четным указалелень равно 0. 

Разомотрииь теперь остаточный членъ въ `разложени интеграла 

[ ‘8 4. Изя въ виду, что 44 съ четными указателяии — ноля, ны 

хожемъ представить его такъ: 

® к эй эф 2—2 нри— А-а 2. | # Ао Аа? ты у Дов 92 о 
12.9 12. 45-01. оао" 1 —9 48, 

В=от [ Та А (а-но-— 00) 9 
о 

тя: 

т А ‚Аб 
ак —19.58 12.481 

д ай АЙ 
2—2) "1.5.0 =" * тада 12“ 

Донажежь, 910 нА левуЪ пути $ ножду 0 я 1 фувищя Т,, ©0- 
хравнеть знозъ. Производныя 7: 

И д Дао ДА / А 418 
То ева Нар ариев РАЙ 

т” вы ДУ Да ДЗ д 
ав а аа 12-9160" 18 *бь 

Т.А 

р м де Де 
К а И Я КС 5+ Ай 

э— + 0-5 2А—в ой АЕ де 
Поет ет "А; = Ль а Ав 

ий дв а —_ 
Тк =. та = -4, 
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ей а 
Ти Гав а-Н 

т ен 4, 2 

Пе 1-4 

м — Та =1. 

Значеня фувкцш 2, ся производныхь при $ = 0 и при = 1: 

= т Е — А 
(т), 0, (1,), Та.58 Те И 15405 "12 =0, 

(тк), =0 (1.)- 12. в 112. я" 12. а 5-4, =0, 

(1„)- А (т. = (1. -.) = Ад = Ар, 

их 1 д д 
1,"), (ты ). 12-25818. "12. 259 Ав -0, 

( т, ее —), = 4, (Тк (2. 9) = — „+ 4 =4,, 

(ео, (пм) = ы А+ = 
(1—9), = 4, й (я | =; 4-4 = 4, 

Сына 
( т. 5), —1, ( ты), =1. 

ЗВидызжь, что эти значешя при ==0 таковы же, какъ и при 
= ; —1 р 1 

= 1, исключая значен функция те , которая дать — щи 

= 0, из щие =1; 



ГВ 
пря 0: 0,0, А» 0, Ар» 0, 0, р 0, 4, —Ё, 1; 2-33 

пи = 110,0, А, „0, Аи, 0,..., 0, 4, 0, 4, +, 1. 

Вычнеленныя количества 4,, 4., 4; и А, показывают, что: 
4 >0,4,<0, 4, >0, 4 <0; сприииваетея: вдеть-ли это 
чередован! знаковъ п далве, т, в. будеть-ли рядь: 

А, Чье» Ар» Ч 

звапоперенфннымь на воемъ пути от 4, до 4, и вверхь того, 
не обращакчся-ли нёкоторые изъ члеповъ этого ряда въ 0? До- 
пуская, зто ни одныъ я8Ъ членовь но уничтожаетси, п что знави их 
пдуть чередуясь, п опиралов на извфетное свойотво фунвцщи ззейть 

посл ея уничтоженя знахь одрназорый от знажомь вл произлодной, 
& до уничтожения — обратный — дла функц 7, 2, Л, Фон» 
1, пуп -= 0, при ы=е, при ё == 1-е пири {== 1 (е 699ко- 
нечно — малая положит. велачина), находииь: 

ро Та Тик ТТ, ТО. ТЫА-О тей) тек Ти ТВ 

оО —.Щщ 0 = — - 

не — — — — — 

1-е че — — — — 

ооо о а 

это — при # четноиь; & при # нечетнозь: 

0 0 — 0 -..... — 0 —= —_— с 

=) — — — -- а. — - — — = 

1—) — ы —... — — ев 

по 0 — 0 п -+..... — 0 и = - 

Отеюдь видимъ, что число порежвиь въ раду знажовъ, какъ при 
ф==е, тавъ и при $1] —е, равно #, — п стало-быть разность 
менду порвыхь и вторымъ чнеломь переифиъ равяа 0. 
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Сдрланное допушен!8 относительно 44;; 44, 4.,..., А 
нанбольшое члело перемвнь при #==е и наименьшее при # 
и тавъ кавь разность между этими канбольшиыь и наименьшимьв чис- 
хаус веть 0, то воякое другое допущено привело-бы хо отувцалельной 
равноети, — что невозможно. 

Сльдовалельно между количествани „4, 4;, Аз... Ад, НВТЬ 
подъ-рядь однозначных» и ить равныхь 0; зачать допущен, ко- 
торое относительно ихъ одВлано, —едикетвенно возможное. 

Пря этом единотвенно-возмовномъ допущения разность нежду 
чиелаши пережфиь при == и пря {==  —е, равна 0; отало-быть 

фуныйя Т», не инфеть корней между Он 1, — другими словами — 
ха веемь пути $ оть 0 до 1 она сохрапяеть знавъ *). По этому, опи- 
фаяеь на п? 879, можно въ обтаточномь членв А, оставляя 7. тк ПОД 

знакомь нитограла, вынести изъ-подь знака интеграла фунешю 
Г 26 (а+о— ой среднниь я значенщежь; тогда: 

. . 
В +9) Г Тео дв) | 7.4. 

о о 

>20 1—0 =0>0 
<1? =1/ 

А таз вакъ: 

д ее де де ди дд ае7р 
те [аовынута 12. 1.8 паз р 

—_ 1 Е Е 4 А 
таб И * 19.38 * 12.4882 * Та” * 123 

а а 4, ыы 
тадерни "12.8 Тафт =“ 123 АА 

10: 

В=—4, , а дв) == — До (©), 

тд 2 (в.а, ость зпачоше {2 (2) для # средняго мелду @ на. 

+) Знакъ этотъ -- иль — , смотря потому, четное & или нечетное. 
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И тавъ: 

Гб ово доли) Г дот )-7^ 

Ао ЧИ Эа) (а) Ао (а, 

Прайд дд” 
ау До аа) 

[бо де) арду. 
и 

Ао а) а) -- 4 аа, 

Ъ 

[Годаоноеа НИИ — доз, -АлоЧг” Ра, 
би 

.— Ава Гу 6) _ {— („)Ь- Ан ой т а„_15). 

Сложен!е вебхь этихь интеграловъ доставит: 

1 Пбоуаллнь [А-а-а — де -Р 

— А") Ао 9-х, 
тд: 

С] 
д 66-9) бах ан о 

= Ав) 19 65). 

Даввя # значення 1, 2, 3,..., получинъ елзлуюния формулы: 
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$ .. Ш 

Гобело [ИВ о-в + а 0-7] това” 5), 

[ав «(И Кед- =. а, во] = 

норме 
[| Гбдбонь [9-го =. ‚эль ио-ге] = 

+6" ["®-/"@)] -- во’ @5, 
ит. д. 

Из нихъ вторую мы имвли въ ш 381. 

581. Формула Острограденаго (частный случай ея приведень въ 

1 385). Возьмемь между о на,, ана, 4 на,,....,@, м6, 
средня приометнчееня: о, 0, 9)... ; ТОТИ ряДЬ: @, ©, @, 
21) бы 6... 1, ,: В, бОбТАВИТБ ариометическую про- 

тревепо съ разностью 5. Этр разноеть обозначимь чрез #, а пнте- 

траль ГГ) Фо, вавь и прежде, — чрезь х (2) -+- С. 

[, вето тео 
Фа == (2) 19’ (@) и а "едет" --- 

—559°® (в) = т Фе --4—9 

$@—И =) вЫ. ты 

в ТО о ь ди 
т @- [13259 @&— 9%, 

9 Ро О и —Я) 

[Ка о) "(а +... ееыи® ^(®)-=- 

+ А е--в да Ты (и Ъ 0%. 

и. 31 
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зе повлфдейе ивтеграла соедпниыъ въ один, преобразовывал 
второй въ интеграль 5 предфлами 0 я й: 

3 в ^ в. 

| Г“ в—)% | ее #04, | , 

№ Я —й 

са ев 94 ев #—)% 

А 

| т ке 5 ада #1;  Г2.. 

Зорка: 

208 пи 2—1 9) 
Г (9)... ТаИ ий "= 

1) Г 

в 

[И а--ь- 9 Рави @. 
Также найдемь: 

эле 
@) Гогена оно аени "9 ()-- 

ант ВЕ нь) 

(8) Гео не ГА + 

в“ -0- «Аа @ 

® Павии. ГЕ алло а В 

Номновиаеь (2) па 4, №, (3) на 4. 1%, (4) на 4, №,...., В) на 
Чт, Ч, А...) Чу ПОИЗВОЛЬНЫЯ ся), пропаведения 
ЗлОЖЛУЬ и кЪ полученной орой прибавиих (1); получим: 
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[| подаанна м [год] ди] +... 

И) 9) |= 

= (Ре 1. т 1234 4-28 и ов 25 55 4. |=. 

2—2) 4 РН А 
„а @ [= 9—1) а = реаь. |+ 

28 аа Ь Др а, сы Г ой, м -[ [= г к ыы [“ Зе -+7 Удав №. 

Чиа 4., 4, 4,..., А, ‚ подчинимь условямь: 

5 3+4 =0 

ев, + д, ==0 12.848 о 

РИ 

= 1.8.3.48 © 1.8. А, =0. ©) 

те 1 НА, ,=0, 

вообще: 

т Ей ма ЕР 
18.6550) ое Ка". тв —А,—0. 

Этн условя даотъ: 

1 Я 81 
А, 5» Ча = 56б> А, 15120, ИТ. Д., 

и (@) тогда принимаеть видь: 

Г. Гоа година) Ра) м [ед |. 

И а) 96] В, 
31 
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тд: 

веде даме д р 
.. 4) И е- | =. [= О" Чы ай Ули 96 

2 де Др здые ри . пи Чи № ана [ о м [и Кена 1-3) 

+ А, МЕ . зан, полагая 1 та ры Кто Ти: 

В Гао фь--м) |. о э& 

Докажемь, что на веемь пути $ межу О и’1 функщя Т., вохра- 
няеть знакъ. 

Ть = ы 5% ты р а ще 

Ти Е й = я + =_—. ми 4—1 

Ти и и Е А, 

Ти" = ря = Ея а Низ печей” 4, 

та ба. сн А, 
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(1+), =0, (1), - г. р ат 

( 

ата.) 19. ек-а) 12.34 18 

‚ з д Ча 
кв" Аь 0, 

и 1 2 А 
1, ) аа 8" Чьь, 

7”),-0, (ть) ааа ры 4—0, 

( 8 1 Е Аз 
Ти ), аа" * Ч, 

9 — , е- 1 т °) = 0, (те = +4 =0, 

Видимь, что каждая изъ провеводныхь 7, цочетнаго порадка 

обращается въ 0, какъ при # = 0, тавь и пря {= 1, — ром про- 

изводной (2к—1)-го порядка, которая при $ = 0 обращается въ 0, 
ати = 1 въ 1. 

Допустимь, что межку количеотвалнт: ^ 

® А, А, А, Ч... Ч, Ч, 

0 (тие (та о (ти®), (ть (Та 

ивтъ равныхь 0, к что знакн их, казь въ Первомъ ряду, тавь и во 
второмъ, идуть чередуясь; тогда, подставляя въ фунеци: 

й р т #2) #— [22] 
Ти» Тиз Ты’, Ты. Та ‚Ти › 1 2%} Ю 
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па мото $ посльдовательно; 0, в, 1-—ви 1 (= болье 0 и безк. мало), 
принниея при этомз во’вниман!е только знаки функ м пифя въ 
виду, чо 4, < 0, (7, > 0, получинъ: 

при  чезнонъ: 

Тор Ти То еее с с о, А де тю 

фоо лоно - очо -ф о + 

=) — -- - 

о Е - «< 

урон лоно -о + - --, 

при # нечетиомъ: 

фоожо-о-+..... очо - | -- 

юж + рф ч-. -=--+- _ = ро 

а. + - < 

уно о о —..... -о о - = 

Чаело переыфнъ въ такомъ предположени въ рядахь заковь 
равно # — 1, какь при #==е, тавъ и при # == 1 —е; отвло-быть 

разность между этими числами равна 0. Волков другое допущен 
отлоснтельно ряда (с) дело-бы деренфнь при $==е мене #— 1. а 

зеякое другое допущене относнтельно ряда(9) дало-бы пря = 1 — 
первыбиь болёе, чёиь #— 1. Слвдовательно при допущени, от- 
Чичномъ отъ едфланпато, разность нежиу чиеломь переввнъ при === 
в числомъ переызнь при #==1 — е быха-бы отрицательною, — чо 
невозможно. По этому бдфланное допущене вЪфрно. Оно при- 

водить къ завлючению, что функщя Т„ не пыветь корней между 
Опт, я отало-быть сохраняеть зиакъ на вовиь пути $ между О и 1. 
Знажь этотъ — при # четномь, -=- при # нечетногь. Волбдетве со- 
аренещя знака Т,, мы можомь остаточный членъ В, входящий въ 

@) 

разложене интеграла { 7) @о, преобравовать такъ: 
а 

‚ 1 
Ве [нь бо + иЛьо) [ Тб ( > В) 

нее ееа 7 [Та 
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Е а, [ т, в (ее есть значене и) =) . 
5 

2 ероднаго между я и а, 

Но: 

ча ДИ д ды ДБ 
[и.а а {т * 1.2.4571) 12.08)“ Т8846 * |, 

1 ЕЙ ЕН Аа, А . 
ета 091208) "12845 158 -4ь 

и нотому: . 
В=-— За [а (6.6), 

СлБловотельно: 

[Ион эта) ла) Го) | [Ре)—Г 

ды За | - Ай ра.) 
щ 
Подав-а а) -ш [Ред -Ре)] - дед" |... 

де За а | — ЗА (аа,) 

Гдво-ано ао, во -Р"е, --- 
"— _ лы #9) а, _9 Аи, 5) } 

Складывая, получныь: 

[оао едва, 9-е] 
— А [ге — Е" а) )] Ш д [17 —_ 2 а) | +, 

ли; 

дао [од бод, У] АО —Г@)|- 

по а-е[ --—-)]-- 
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дв: 

7=-— ВА уе (в.а) = ага.) -=...-= 2,5] 

ЛЕНЕ НН 

‘дне ь— и Аз, 
Давая № зналеня: 1, 2, 3,..., получииь слбдующуя формулы: 

[бь- а [1 9). „Ре +9605, 

[дань Код Кадет оО о-в)", 

| “долевое, дай [Ро-го- уве ЧР” 

ео Ф- 9) [9 (65), ит. д. 

Вторая изъ этихь формуль была приведена въ п° 885. 

Усвливать етепень приближения суммы: 

о[п-ьпор. ль, А [Р0—Р@ 

а ЖИ О 
ь 

въ интеграл Л { (8) 4х иожно кавъ увеличивая 7 (нли, что вое равно, 

ушевылая ©), тавъ п увелачивая й. 

Геодезическйя ана, 

588. Изь зобхь див, проведенвыхь по поверхноети между 

двумя взятыми на ной точками, вратчайтую называють зеодезическою 
между этями точками. Жели лишя РО теодезическал между точкали 
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Ри 0, то х чаеть вя МЖМ будет геодезическою между точками 

Ма М, — потому что воли-бы лия МХМ (проведеннал по той же 
поверхноети) была короче МАМ, то и лимя РИГМО короче РФ, 

и сбловалельно РО не геодезическол. Обралков заключение ив имветь 

;@ 
= Е. , 4 

Р 

мета; таль, воли РМ”, М”№, №9 — линь теодезичеввя, первах 
зежду точками Ри М’, вторая нежду М” и №, третья между № и 
9, то отеюда не слдуеть, что и лиш РМ’№О — геодезическая. 

Пусть лая РКФ между точвани Р(%, У, 20) и 9 (а, 9, 2) 
на поверхиости 

Ре, у, 2)=0 (координаты прямоугольныя) 

— геодезическая, лил РА’О — смежная съ нею на той же ‘поверх- 

ности, точки: К (5, У, 2) п К’ -- 30, у+ у, а-- 82) — соотв 

отвующя на этихь лишияхь *). Координаты точевь Ки Ё’, кавъ то- 
чек, принадлежажщихь воверхвости, удовлетворяють уравнению по- 
верхности; по этому: 

Ка, 2-50, Ге, ук б, гк) 0. 
Изъ безконочно-мадыхь величиль дл, бу п 82 дв произвольны, 

& третьх опредхяется послфлевиЪ ровном, которому можно дать, 
ВИДЪ: 

Ньуэ-х Заре Иду = Ува а, = 

=] Соотвтотвующия точки двухъ смежныхъ дин, — это—точки перес#- 
ченя ихжъ системою какихъ-нибудь поверхностей одной категорш, напр. ша- 
ровыхь поверхностей, или паразлельвыхь илоскостей, или плоскостей, прохо- 
хащихь чрезъ одву и туже прямую, н проч, 
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ян: 

& & % —_ ш базк, малая 
287 _ ду _ 2:82 9, =0, и и 

отвуда: 
х у 

в — + у я не &'; безк. малая ) 
=== а з. втораго порядка 

9 

Координаты точекь хоодезической лия, которую можно аз- 
сматривать, какъ пероеЪъчене данной поверхности другою поверхяо- 
отью, удовнетворяютъ и уравнению этой другой поверхноети; м по- 
тому изъ трех пережфнныхь 5, у и-а одна незавиениел, или каждую 
изъ нихь можно разоматривать хакъ фуньцио нЪкоторой независимой 
нережфинной #. Пусть значене этой перешбнной для точекь Ри 9 
будуть К ив; 3 — длина геодезической линш РАО, 8, — длина 

смежной оъ нею лини РА'’О: тогда: 

„| Уд + бука = Г У, Ри, в.в 

а 
в = | Уве мире}, 

8— 

ы . 

‚= {Уаеср-о-пирчаетвирУаяеаутая, 
® 

Прьнахвл $2 3% величину зависиную, мы можешь 5х п $у ечитать 

произвольными (но безкокечно-малыми) фувкщяии &, х при тожь обра- 

пающимися въ 0 при ==, п при #==# (потому что конц Ри © тео- 
дезичеокой и снежной съ яею лишй — общие). Выботь съ д и бу, 

конечно, и 52 обращаетел въ 0 при =, и при #—=%. 

Тажъ кавъ 5, > 3,, то разность 3, —5, вохраняеть знавъ -=- 
при веевовможныхт безконечно-малыхь 8 и ду. Чтобы вывести усло- 
в, необходиное для сохранена знака, преобразует» разность 3,—8%. 
Обозналая длину дуги РК чрезь 5, ныбемь: 

Уйя 4 д’ ай — 48, 
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Уве - Ра + 9-е #)ы= 

— Уд 2(ака- уаз враз) (аби (аду (82 

2 (4298 +. дубу + ав@82) 
45 [ а - в, | 

вр не безко- 
= + базе + Чабу -- бабе, вв ( рый 

& ы ы . птораго порядка, 

Ол®довательно: 

бра а , в—&=|, (таш-- Мау + иаычны ав) -= 
ю 

_ я 
. И АН ди 4 = | вазу м) | (абеар-ьаивучьа Е 8—4) 

'а ® ” 

$ 
_ Га бу, @=, 9 ГИ да ву а: й = даним) . (абезин а Ибун авг ву), 

° 
Каждый изъ множителей 62, буи би, кавъ при #=%,, чавъ и при 

1—1, , обращается въ (0; и потону: 

в ау а \ п. (пота 8) =0; 

вявдовательно: 

ы 
&=—[ (м-н ау нам а), 

* ю 
8, 

или, замВнля $2 выраженежь его въ 4 п ду: 

[ИУ } 2 др -- ву 
СЯ 9 ' вт: & —& [ я“ а 4285 пазы} 

| 8 ) 

я 

| 
Ю 

97 & 

ВЕРЕ ИО 
Ё С 48 4 8 _ 95 Еду неа, а 

д: д2 
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Вели подъ эназомь интеграла коэффищенты при 6% и бу не волн, 

чо интегражь не можеть сохравять знакъ, — лотому что съ перенёною 
знаковъ 55 п Зи (при сохранен иуъ абсолютныхь величин), знакъ 
подъинтегральной фукещи, а стало-быть и знань сомого литеграла, 
лаибняетея да противоположный *). По этому: 

або, Ма Чао 
5 2274 0: 398 08 9 ы 

иЧИ: 

4 аи @ 
я ‘к _ 1 2 
м ии. 

28 я 3 

Чиелителн этихь дробей пропорщональны косннуваыь  угловъ, 
образуемыхь главною нормалью въ геодезической лин оъ осями ко- 
ординать, & зваменатели — косинусамь фгловъ между нормалью къ 
поверхноети и тмин же ослин; л потому уравневль (#) можно дать 
видь: 

@ во: 08 Сол 
вов ^^ вор —— созу ? 

во, В к, — узы между глевною нормалью теодезичеекой лвви 

в 06ями координать, ад, и иу— углы между нормалью къ поверх- 
носты и ТАН же осями; & ТАЕЪ БАК: 6082 0; 5 608* ВН , = 1, 
605 Ан сор 0—1, то Каждое неЪ посябднихь отношений 
равно | пп — 1, п стало-быть: 

эти: я,=^, Вр, 1=У, ВА: Ая, В-нинем, ууне=т. 

Отеюда заьлючеемь, 110 00 всякой точить зеодезической линбц 

ллавная нормаль совпадает сз нормалью кз поверхности: друглия 
вловалы: нормаль из повертноени лежите оз плоскости кривизны. 

Охно изъ двухъ уревнен (9), а отажо-быть и одно из$ двух 

уравнений ($), долно быть сибдониень другаго; иначе, иривоединяя 
ВЪ иниь еще травнене поверхности, пифли-бы тре тразнешя, связы- 

р , ва а ®) Часть ви’ 4 — ве ое ке имфать при эточь вабшйя яв нат, как 
безцонечно-мазал высшато порядка. 
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605%, 605 В 
05 — 503? 

полутить изъ него другое, употребимь слёдующия преобразоваюя: 

ВающИя 2, уи 2. Ограничиваяеь уравненень чтобы 

сов, __ 0088; _ с08 и сов,  с038 с08 в __ 608005 4 +005 0058, 
608% 05 м, 605 9 605%. 05 В с0з м 605 а 603% -+- 603 В 663 |. 

Если о, В и'у — углы между касательною къ геодезической ли- 

нии и осями коорлинатъ, то, веябдете!е взанмной перпендякулярвости 

кавательной и главной нормали, а также касательной и поруали къ 

поверхности, м Зелиь: 

$08 605 о, = в08 В сов В, -+- 60876081, = 0, 

608 608% + 208 В 05. -Н 60517 608 =0, 

откуда: 

608 4,608 @;, 60386038, — — 6051 605, 

603 & 603% - 6038 508. — — 6031] 605%; 

слЗдовачельно: 

6032608 а] +098 8 с05В; __ — 068760811 __ 6098. 
605 #605 + 605 В005м 605 у00зу —— в08у ? 

и потому: 

053 _ 605; __ 6081 
с09х — возр = с09ъ* 

Нормаль кз поверхности, находнсь въ плоскоети кривизны, 
перпендикулярна ко второй нормаи леодезической лини; по это- 
му, обозналая углы между второю нормалью и осяни координать чрезъ 
вл, Ви И и МЫ можень свойство теодезической лини, выражаеное 
однииъ изъ уравнений (5), представить п лодъ видозгь: 

608 Х 608 а, +608 р 608 В; -+- 608 \ 608 уи == 0, 

или (такъ каЕЪ косивусы угловъ А, и у пропорщональны производ- 

НЫЫЪ #, Е у, & вовинусы угловъ @1, 8, п ‘7, — разноетямь : 

ду 2—2 Фу; фл — 434, ах Фу -дуФ =): 

(© р (@уа.—98 ву) (Я: Фо—ава")- и {22 Фу—ду а 0. 
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Полное уравнене можно получить, незавиенио отъ твомотуя- 
ческихь соображеный, преобразованеуь одного изъ уравненй (а). 
Содблаемь вто: 

р 47 ла 
| 44 Е —> 9. =0 

м 493) ава 484) =0, 

уаз: — ау Фе — 00453) 0, 

ы [ау (ах Роду Фуна #)—(@-ар-нал) у] 

— Е [(ае--вр-- ана 2—4 (404? о--дуфу-на | =0, 

р (Чу фе — а: Фу) а и (42 2 — фа — 

д. д .. —{ а - 9) (5 Фу—дуФ—0. 

Подтавит о ра ; 92 нвибото — (% Я - и 49, чо паходинь изъ 

Уравнения: 5х 9 а я А у 4 М-Н 2 а ‚92==0, п сокращая нотохъ па 4а, 

полуЧинЪ азее @. 

Вводя въ (с) дВлителень кубъ дифферениала незавиениой пере- 
звнной, мы приведемь урезнене (с} къ виду: 

Рив" — #'у") 9 ия " —#)-й ву’ — у’) = 0; 

& при независимой перенваной 2 оно будеть: 

(9) И — ву)" у =0. 

589. Геодезциеския литби на поверхности чиура. 

в ур. поверхн. шара, при \, 
ини —В=0 ее коорд. и} 

ГИР, о 2 ув. 

Подетавлял въ (0) и сокращая па 2, получить: 

и и 
уу) — м’-на"=0, ая: в —Уг я (и —)у", 
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откуда: 

9 у", влЕ: (2х ( 8 уу. 

Положиыь: Узи, = ==0; тот 

унии, у зта-нии, у’ ни, 

=, иона, "=, 

вдбдовалельно: 

а (297 +. 20") 59 (ини), или: мо =0, 

откудь, очитая 7 отдичнымь оть 0, находимь: 
х ‚ 

(2) =0, „=, (С, пог. произвольная), 

9 == О, = бин 0, (С, пост. произвольная), 

8=бу- от. 

Посльдиее уразненю воть уравпене плоевоеги, проходящей чрезъ 
центув шара: оно, въ совокунноети еъ уравненень: 2++-2—А2=0, 
принадиежить геодезическииь лияфань, и покавываеть отало-быть, что 
на поверхностя шара геодезичесвля ливи — дуги большихь кругов. 

Постоянные С; и С, найдутея, когда будуть даны дв точвя, 
нежду которыши поется геодезическая лия. Вели данныя точви: 
(2, > 20) Я (2, и, 2), 10 С, и С, найдемъ изъ ураввение 

4 = до -Н Сы, 8. су, + ба. 

Сажо собою разуюВетоя, что координаты эзихь точек удовлотво- 
ряють и уравнено; 2 -ну-н 2 — 2—0. 

Въ ‘предположении +’ == 0, уравнее и’ о’-— 9’ ==0 чавие 
довлегворяется; тогда: в =, и отало-быть: у == 0. Уравнее 
== С (вно не завйючаетел въ 2 — Слу-+ 0,9) выражаеть плое- 
коеть, проходлиую чрезъ ось 02, а стало-быть м чрезъ пвитрь шара; 
по этому оно, въ совокупности съ уравнешежь поверхности шера, от- 
ноелтел также къ дугамь большихь круговъ. 

о — 



СОДЕРЖАНИЕ ВТОРОЙ ЧАСТИ. 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛИНТЕ. 

ИМятегралы функц оъ одной перемнной. 

Неопредфленные интегралы. Непогредетвопиое ивтегриро- 
вашю. Интеграль степени. Матегралы суммы, разности и иро- 
иузведошя Фупкцш па постоявыое ишело. Способы интегриро- 
ваши: разложонемт, замвиснейль нереябнной и по частямъ . 

Нитегрироваше ращональныхт, дробей. Сиособъ Остро- 
градскаго.......- 

Интегралы пррашональныхь «упнц, Иятегрироване дпз- 
херениальныхь бниомовь ....,..ьньеь еее 

Интегралы догариемическихт», показательных, тригРономе- 

трическохь и круговыхь «ушки ........ чечееененннье . 
Опредвленные интегралы. Интесралы суммы, разпоств п 

произведетя фупкцю на постояцеое число. Преобразование 
опредфленцаго интеграла замфнешезь пережбниой. Формула 
интегрировашя шо частяшь. Разложеше опредфленныхть нитё- 
граловъ. Опредфлетный интегралъ, разсматриваемый, какъ 
предфаф сумны. Среднее арпочетическое между значешями 
Фувкши въ данных предвлахт 

Интеграль ръ предфмахь раввыхь по абсолютаой вол- 
читв, по разняшихея знакомъ. Интеграль знакопостоянной 
зункця. Сравненю двухт интеграловъ въ одниаковыхь пре- 
дЪлахъ. Формула Даланса. Интеграль производевя Фуниди 
на фулкцио знакопостолнвую. . 

и. 

стг. 

3— 13 

13— 28 

23—54 

83—32 

832—102 

102—108 
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Вывод хормуль Тайаора в Маклорана интогрироващенъ. 
Формулы козаретуръ. Формула СимпбоНа лень 

Интегрирование носродетведь строи „у зьененьнь я 
Нлощадн криволинойныхь Ффигуръ. Площади пареболы, 

залипеа п гиперболы. Площиди цаклонды, эноциклордь, До- 
картова листа м чиссондь. Площади сввторозъ спиралей Ар- 
хнмедовой, гинерболической и логариемичеекой .... - 1: 

Длины дугъ кривыхъ лин. Длины дуг параболы, залива 
и 'иперболы. Дливы лугЪ циклонды, зпициклонды нп Архиие- 
довой спирали. Дазиа дуг воятовой лнайр ......-.. и: 

Объемы тьяъ вращенга. Объемы зллипосвда, гиперболов- 
довЪ н параболовда вращеня. Объемъ кольца съ эллиитняо- 
скызъ обчетеьь, Объемы тВаъ, производимыхь вращегями 
циклонаы в цисвоиды, Объемы нЪвоторыхь тБаъ, не принал- 
лежащихь къ таамь вращешя. Объемы конуса, заливеойда, 
гиперболопдовъ (одпополаго п двуполаго) и параболонда.... 

Поверхиовти 1ЪиЪ вращения. Поверхвоста продолговатаго 
ц сватаго одлзисондовъ вращения. Пооерхноети гинорболон- 
довъ п параболонда вращене. Поверхность кольца сь зллян- 
тичеснимь сфяенемь. Поверхность, производиная вращенемь 
Цивлопды около ея ОСНОВА нее 

Интегралы съ одпнмъ или двумя без нечными пред- 

Г айе “та, 
дани. Вылодъ ивтеграловъ: Г рен, 

боди - 
_ ай» о == и другихт. Преобразоваше иптегра- 

ловл, съ безкояечныхми предфлами вт, нитегролы ет предблами 
ковечпьми ие ннннье 

Интегралы чузкАЙ разрывоющихся въ продёлахь ипто- 
трироватя ООВ ... 

Диаферепцироване эптеграловъ. Днооеревцироваий отво- 
сительно предфловъ. Дифзеревиироваше по параметру» зходя- 
Щену въ подтинтегральную Фуйкио, эъ случаь постоянныхь 
и въ сзучаф перемвнныхь предфаовт оптесрирозаня ...... 

Иратяое интегрировате” Интегралы: втораго, третьяго в 

сз. 

вообще зысшахтъ лорлдковъ. Ираведеше пхъ къ совокупности . 
интеграловт, перваго порядка . 

Интегралы фуняцЫй со многими перемвн- 

ными, 

Ивтогрироване полвыхь дифеорендаловь . 

108—127 
497—181 

431—443 

143—148 

448—461 

161—166 

467-182 

189—188 

186—198 

198—200 

200—944 
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ив. 
Кратнос иптегрироване. Двойные, тлойные-и вообще крат- 

ные интегралы. Изюзневе порядка иы Выводъ 

в мет 
и ново, интогралонть: Г в пери, Г 

р 

|[ ег. и другихъ. Фориула Стирание: 
° 

Эйлеровы влтегралы перваго п втораго знда,......... 330—240 
А 

Иредлъ интеграла ие ей аа. Двойнон иптеграаъ 
о 

м 
Фурье. Предфяъ инуеграла | @% .....-.-.:.::. 244—254 

[1 
Развертываяе фупышй въ траговометричесие рады...., 254—269 
Узифвене порядна интегрирования Фуакщи въ случаз ея 

разрыва въ, предфлахь пнтегрированй 
Двойные, тройные и вообще вратные зе рады, рав 

триваемые, какъ предфлы съимъ, Вычисления объеновъ и по- й : 
порхиостой тьлъ «и ееекитекаяньнакие. 874—294 

Преобразован:е ‚довпых ъ иитеграловт, вводеномь новыхль 
перемпвыхь,” Геометрическое поясвев/е, Прихфнешя къ вы- 
воду объелозъ и поверхностей тфаъ. Преобразованы трой- 
оыхъ питеграловт. Геометрическое нонбнене. Примфнеми... 298—323 

269—274 

Интегралы дифферентальныхь уравневйй. 

Дпффоренщельныя уравиешя с% двумя пере ипьзия. Мя- 
тегралы ихъ полные, чаетпые и особениые. Интегралы раз- 
ныхЪ порялновъ, Построене кривыхт, соот тетвующехь диф 
чорениальнымь уравненямъ перваго п втораго порядковъ .. 373—338 

Ивтегрироване дичеервнщальныхь.уравиетй перваго по- 
ридка, линейныхь отлосительно производной. Отдвлене пере- 
мфиныхь. Однородныя ураваеня. Ловеввыя уравиеня отно- 
‘сительно У’ и у, и приводимыя къ лииобныхь. Ураввете Рак- 
катн. Тразкторин ировыхЬ енко 

Ивтегрирующй множитель. Проетёйиле слу’ 
ровавя уравненй посредотвомт, мкОжителя „оу еееннь» 352—361 

Уравоеня пельчейныя” отабсительно у’. Свучан вхъ пите- 
грароваюй, Овобенвые интегралы 4: 

Уравнешя высшихт, порядновт. Частвые случаи вхъ пнтё- 
грированй. Ланейпыя уравнения безъ поелдеяго члена. Ип- 
тегрировише ихъ, когда коэвфящевты постоявные. Случай пе- 

338—852 

361—378 
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сть. 
рожбиныхь козечмиуеитовь. Лицейныя рая съ посятя- 
МУ ЧАОНОМА „уе ееениннь . ВАА злее, 3786 

Совокуныя дичиоерюлицальный равнение ц вхъ пвтегралы. 
Аниебвый уравнеши порнаго порядка. Связь между интегра- 
дамп совокушыхь убаеноиа и уравнений въ частиыхь про- 
уЗводныхЪ. Чина рАВАВАЯ 415—414 

Уравионя въ частныхл, производиы Льповиыя у 
шея иерпаго порядка. Апнейныл уравнеши высших цоряд- 
ковъ. Натогрировиние одного нелинейнаго уравнешя...,.... 443-458 

ЦРИБАВЛЕНТЯ, 

Формула Стирлипга. ........ . 489—463 
Два признака ходвновт ро . 463—467 
Рядъ Лагранжа... 468—470 
Формулы квадралуръ. . .. 470—485 
Геодезичесня ациш., 488—195 
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Страх. Отрова. — Банечитано. Слльдувить, 
219 3 итограль интетраль 

<> Е 
р [3 | ея ак. 

о 

279 16 

999 16 

955 8 
2в1 8 
268 4 

985 18 

815 ы 
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380 р производных, п пронрводиыхл, 
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490 16 значе паче 
Вь чертенахь: 

На 4-0 страниц: яфето 5 слЁдуеть 8. 
На 265-0й стравии: ния 48 п СД одбдуеть замфиить продолжешяия 

параболы 200. 
Яа 982-ой стравии в: вифето с’ (на лиги 6} сабдуеть 0*. 


